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INTRODUÇAO 
Os corpos n-Hilbertianos tiveram origem em 1967 com os trabalhos de 
A. Frohlich [17], que pretendia dar uma descrição axiomática da teoria de 
formas quadráticas sobre os corpos reais fechados e corpos p-áclicos. 
I. Kaplansky (1969 [18]), generalizou esse conceito e definiu o que se conhece 
hoje por 'Radical de Kaplansky', de fundamental importância para o estudo 
desses corpos. 
Posteriormente K. Szymiczek (33], observando que as formas normas 
< 1, a >, usadas para definir corpos 1-Hilbertianos, sâo 1-formas de Pfister, 
generaliza este conceito para corpos n-Hilbertianos utilizando as n-formas 
de Pfister. Ele dá exemplos de uma infinidade de corpos n-Hilbertianos e 
prova que duas caracterizações dadas nos trabalhos anteriores, continuam 
válidas sobre esses corpos: Teorema 2.7 e Proposição 2.16. 
Em 1988, K. Koziol [19] estuda e caracteriza extensões de corpos 
n-Hilbertianos aproveitando idéias deixadas por C.M.Cordes e J.R..Ramsey 
em (39]. 
Todas estas teorias sao desenvolvidas sobre corpos de característica 
distinta de 2. 
Em 1981, R. Baeza [4] mostra (se bem que o objetivo principal não é 
este) a existência de corpos de característica 2, que satisfaz•em a definição 
originária devida a Frohlich. 
Assin1 pensamos em estender os conceitos e teoremas obtidos sobre 
corpos n-Hilbertianos de característica distinta de 2, para corpos de 
característica 2. 
No segundo capítulo, baseado em [33], generalizamos a definição de cor-
pos n-Hilbertianos para corpos de característica 2. Mostramos a existência 
de tais corpos e que a principal caracterização de corpos n-Hilbertianos 
(Teorema 2.7) continua válida. 
No capítulo III estudamos as extensões de corpos n-Hilbertianos 
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baseado em [19]. Estendemos o n-Radical de Kaplansky RnF compatível 
com as extensões separáveis de um corpo F, de característica 2, e demons-
tramos os teoremas principais de [19] sobre corpos n-Hilbertianos (ver Teo-
rema 3.1). 
Quanto ao capítulo IV, pode-se dizer que a história começa em 1971, 
quando os autores lvi. Knebusch, A. Rosenberg e R,\iVare abaixo citados 
desenvolvem a teoria de anéis de Witt e Witt-Grothendieck, de um corpo 
com característica diferente de 2, como sendo anéis quocientes de um anel 
de grupo, como observado por E. Witt em 1937. 
A construção dos ar1éis de vVitt e Witt-Grothendieck S·~bre um corpo 
de característica diferente de 2, como veremos no Capítulo I, é devido a E. 
Witt [42]. 
Bem mais tarde em 1971 e 72 lvL Knebusch, A. Rosenberg e R. Ware 
([40] e [41]) aproveitando observação deixada por E. Witt, no artigo acima 
citado, juntamente com outras construções mais gerais de anéis de vVitt 
e Wítt-Grothendieck feitas para grupos pro-finitos por A.A. BelsKii em 
[43] e por W. Scharlau em [44]; observam que todos esses anéis tem a 
forma Z[G]/ 1(, onde G é um grupo abeliano de expoente 2 (isto é: 
.r2 = 1, 'dx E G) e ]( é um ideal de Z[G] que é levado em O E Z ou à 
um ideal da forma 2r Z, para qualquer homomorfismo tp: Z[G] _, Z. 
Nos artigos citados acirna1 os autores estudam e fazern as adequações 
da teoria de formas, segundo este novo conceito. 
Em 1982, T.C.Craven [9] observando certas dificuldades na construção 
do ar1el de \iVitt, para um anel com divisão F de caracterÍstica diferente 
de 2, define formalmente os anéis de Witt e Witt-Grothendieck como 
um anel quociente do anel de grupo Z[GJ, onde G é um 2-grupo. 
Embora esses anéis pareçam ser interessantes, a teoria de for-
mas ('quadráticas') é restritiva, rnesmo quando se olha para o anel de 
Witt reduzido (=Anel de Witt módulo seu nílradical). No entanto, muitas 
boas propriedades continuarn válidas para esses anéis, à semelhança do caso 
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comutativo, mesmo quando não se trata do anel de \Vitt reduzido. 
Alguns desses resultados, necessários ao entendimento do último 
capítulo, serão reproduzidos por nós no §1. do Capítulo IV. 
Como toda álgebra de quatérnios com divisão é um anel com divisão, A. 
Sladek [27] em 1986, determina o anel de Witt de uma álgebra de quatérnios 
com divisão, sobre um corpo pitagoreano ou sobre urn corpo local. Para 
isto, ele usa certas propriedades características de formas quadráticas, sobre 
corpos locais, que terminam caracterizando o anel de Witt dessas álgebras, 
sobre esses corpos, como um anel de Witt de uma Q-estrutura, no sentido 
de M. Marshall [24]. 
Como corpos pitagoreanos formalmente reais e corpos locais são corpos 
1-Hilbertia.nos, no Capítulo IV generalizamos os trabalhos de A. Sladek [27] 
para corpos 1-Hilbertianos, determinando completamente o ""e! de \Vitt de 
uma álgebra de quatérnios com divisão sobre um corpo 1-Hilbertiano 
de característica diferente de 2. 
A extensão se dá propriamente porque todos os corpos locais são corpos 
1-Hilbertianos com radical trivial e, no Capítulo II, prova-se que existe 
infinitos corpos 1-Hilbertianos com radical não trivial (ver 2.24). 
Iviais ainda, observando que sobre a maioria dos corpos valorizados 
existe um el~J.11ento R 1F-birígido (3 tal que a álgebra de quatérnios em 
questão se escreve como A=("'/) (ver §3 do Cap.IV), consideramos uma 
álgebra de quatérnios com divisão sobre urn corpo con1 estas condições, isto 
é, com um número finito de elementos R,F-birígidos, e demonstramos que 
existe um corpo J( tal que o anel de Witt W A de A é isomorfo a WrK [6] 
onde I é um determinado ideal de W J( e 6 é um grupo com 2 elementos. 
Fínahnente, mais algumas palavras sobre os 
texto é composto de 4 capítulos e 1 apêndice. 
capítulos do texto. O 
O Capítulo I trata da 
teoria gerai sobre formas quadráticas, normahnente encontradas em textos 
clássicos sobre o assunto. Por isso nos limitamos à basicamente enunciar 
e enumerar resultados, nenhum deles demonstrados, salvo exceção feita a 
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alguns resultados de artigos mais recentes. 
O Capítulo II trata propriamente do que nos propusemos a desenvol-
ver, sobre corpos n-Hilbertianos. Aí se encontra resultade;s obtidos por 
nós e outros autores. Juntamente com nossas contribuições fizemos un1 
desenvolvimento sistemático de corpos n-Hilbertianos. 
No Capítulo III, que trata de extensões de corpos n-Hilbertianos, 
procuramos seguir a mesma linha de desenvolvimento. Assim, à medida 
do possível, procuramos fazer as mesmas provas e desenvolver as teorias 
juntas, para os casos já conhecidos e os resultados novos obtidos por nós, 
tanto para os casos de corpos de característica 2 ou não. 
No Apêndice se encontram os resultados que são usados mais frequen-
temente no trabalho. Dentre eles, vários resultados sobre esquerr1as de 
formas quadráticas. 
Em todos os capítulos, os resultados conhecidos aparecem juntamente 
com as referências. 
Em todo o texto as referências aparecem na forma X.Y, onde 
XE {1, 2, 3, 4, A} se refere ao capítulo ou ao apêndice no final do texto e Y 




Este capítulo é uma coleção de resultados básicos sobre formas 
quadráticas em geral encontrados em [3] e [23], que serão indispensáveis 
para o entendimento dos capítulos posteriores. 
Con1 o intuito de torná-lo o mais curto possível 1 só provarerrws resul-
tados fora das referências citadas. 
Nos Capítulos I, II e III todas as nossas considerações serão sobre 
corpos qu.:usquer. 
§1. FORMAS BILINEARES E QUADRÁTICAS 
Notação 1.1 
Para um corpo F, c(F) denota a característica de F; F* denota o 
grupo m·ultiplicativo dos elementos não-n·ulos de F. Por F' 2 entendemos 
F' 2 = {x2 , x E F*} e por Q(F) o 2-gmpo elementar Q(F) = F*/F* 2 
Se c( F) = 2, h~ denota o quociente do grupo aditivo F pelo subgrupo 
hF = {x2 +:r, :r E F}. 
Uma extensão quadrática K de F será sempre separável, ou seja, 
uma F-álgebra do tipo F[x] com x 2 = bx +c, b, c E F e I? + 4c # O. 
Então podemos ver que K = F[:r]/(:r2 - a) =F( ,fã), para a E F', se 
c( F) # 2 ou K = F[:r]/(:r2 +:r+ a) = F(h-1 (a)), para a E F, se 
c( F)= 2, onde h- 1 (a) = {z E J(: z2 + z +a= 0}. 
Um espaço bilinear sobre F é um par (V,b), onde V é um F-espaço 
vetorial de dimensão finita e b : V x V _, F é uma forma bilinear simétrica. 
As vezes escreveremos bem vez de (V,b). Definimos a dimensão de (V,b) 
(ou b) corno sendo a dimensão do F -espaço vetorial V e a J.enotamos por 
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dimF(V,b) ou dimFb. Erntodotexto (V,b) (ou b) será um espaço bilinear 
não-singular, ou seja, a aplicação db : V -" V* = H om(V, F) tal que 
db(x) = b(x, ), é um isomorfismo. Diremos simplesmente espaço bilinear. 
Se {e1, ... ,e,} é uma F-base para o F-espaço V, isto é equivalente a 
det( b;j) E F', onde b;j = IJ( e;, ej). 
Considerando uma base como acima, a forma bilinear fica determinada 
pela matriz (b;j ), pois 
n n n 
b(x, y) = L b;jXiYj, para x =L x;e;, v=Ly;ej. 
i,j=O i=d j=l 
Dizemos que dois espaços bilineares (V1 , b1 ) e (V2 , b2 ) são isométricos e 
escrevemos (V,, bl) := (\12, b2) ou b, := bz, se existe um isomorfismo F -linear 
'P: Yt-+ V2 tal que b,(x,y) = bz('P(x),'P(Y)). 
Uma forma quadrática sobre F é uma aplicação q : V -+ F onde V é 
um F-espaço vetorial de dimensão finita, tal que: 
i) q(ax) = a 2q(x); para todo<> E F e para todo x E V. 
ii) bq(x,y)=q(x+y)-q(x)-q(y) é uma forma bilinear (conse-
quentemente simétrica) sobre F. 
A for·ma bilinear bq é dita forma bilinear associada a q. A dimensão 
do F-espa<;o Y é dita ser a dimensão de q ou de (V, q), sobre F. 
Dizemos que o par (V, q) é um espaço quadrático, e se (V, bq) é não-
singular, dizemos que (V, q) é um espaço quadrático não-singular, (Aqui 
só trabalharemos com espaços quadráticos não-singulares, de modo que o 
adjetivo não-singular será suprimido). 
Dois espaços quadráticos (V1 , qr), (V2 ,q2 ) são ditos isómetrícos (anota-
mos por (Vl,ql) := (V2,qz)) se existe um isomorfismo F-linear 'P: 171 --> Y2 
tal que q1(:c) = q2 (<p(x)). Também dizemos que q1 e q2 são isométricas e 
escrevemos ql =: q2. Observe que se q1 rv q2, então por ii) bq1 rv bq-r 
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Observação 1.2 
Se F é um corpo e c(F) f 2, então existe uma correspondéncia 
biunívoca entre os espaços quadráticos e os espaços bilineares, sobre F. O 
espaço bilinear (V, b) é identificado com o espaço quadrático (V, qb), onde 
qb(x) = ~b(x,x), para todo x E V. Reciprocamente o espaço quadrático 
(V, q) corresponderá ao espaço bilinear (V, bq)· Imediatamente se vê que 
qb, = q e bq, = b. 
Seja {e1, ... ,en} urna base para V. Para i #j sejama,1,; = bq(ei,ej) e 
a;;= q(e;). A matriz (a;j) é dita matriz de q ou de (V,q). Por uma 
mudança de base o determinante de q, definido como sendo det(a;j), fica 
multiplicado por um fator a2 , a E F'. Se 
n 
:r= L Xiei, 
i=l 
então a matriz de q 
ternos que q( x) = L a;j.T;.T j. 
1::; i ::;J :$ n 
, (a e 1 1 ) . d b , ( 2a 1 ) c ; e a rr1atnz e q e 1 2c . 
Observe que (V,q) é um espaço quadrático (não-singular) se e somente 
se l-4ac E F'. Se c(F) = 2, denotaremos este particular espaço quadrático 
por q = [a, c]. Observe que para quaisquer a, c E F*, corn 1- 4ac E F* 1 to-
dos os espaços quadráticos q = [a, c] ten1 a mes1na forma bilinear associada, 
cuja Inatriz é 
Isto mostra que em geral dois espaços quadráticos não isométricos podem 
ter o mesmo espaço bilinear associado. 
As formas quadráticas binárias [1, c], c( F) = 2, e q 
< l,c >, se c(F) f 2, tal que q(x,y) = x2 + cy2 , 





Se c( F) = 2, então bq( 1:, x) = 2q( x) = O para toda forma quadrática 
sobre F. Logo, se (V, q) é um espaço quadrático então dim q é par. 
Notação 1.4 
Denotemos a categoria dos espaços bilineo:res sobre F por Bil(F), e 
a categoria dos espaços quadráticos sobre F por Quad(F). Em cada caso 
os morfismos destas categorias são as isometrias. 
§2. OPERAÇÕES EM Bil(F) E Quad(F) 
Definição 1.5 [Soma Ortogonal] 
Dados (V;,bi) E Bil(F), respectivamente (V;,q;) E Quad(F), para 
(i= 1, 2), definimos: 
(V,, bJ) + (Vz, bz) =(V, E9 Vz, b) 
(V,,q,) + (Vz,q2) =(V, E9 v;,,q); 
onde b(l•t+xz,y1 +yz)=b,(x,,y,)+bz(xz,yz) e 
q(x1 + xz) = q, (x,) + qz(xz), Vx;, y; E V;, i= 1, 2. 
É imediato que b E Bil(F) e q E Quad(F). Denotemos esses espaços 
por b = b, + bz, q = q, + qz, respectivamente. 
Definição 1.6 [Ação de Bil(F) em Quad(F)] 
Dados (V,b) E Bil(F) e (V1 ,q) E Quad(F), definimcs outro espaço 
quadrático por: 
(V,b) ® (V,,q) = (V®F Vt,b®q), 
onde (b@q)(x®y)=b(x,x)q(y), lfxEV e VyEV1 . 
O espaço bilinear associado a este espaço quadrático é o produto tenso-
ria! (V, b)® (V1, bq) como definido a seguir, e sendo assim b®q E Quad(F). 
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Definição 1.7 [Produto tensorial em Bil(F) e em Q!L.!d(F)] 
Para (V1 , b,), (Vi, b2 ) E Bil(F) definimos: 
(V,,bt) 0 (Vz,b2 ) =(V, C/Sl Vz,/> 1 ® b2 ), onde 
(b, G" bz)(x, 0 xz), y,@ Yz) = b, (x,, y,)bz(Xz, Yz), Vx;, Yi E v;, i= 1, 2. 
Respectivamente para (F1,q1), (F2 ,q2 ) E Quad(F) existe uma iso-
metria (V1 ,bq,)®(V2,qz)::: (Vz,bq,)®(\!Í,q!), que nos permite definir, a 
menos de isometrias o espaço quadrático: 
(V,,q,) o (Vz,qz) = (li,,bq,)@ (Vz,qz). 
Denotemos estas operaçõs por bt ® bz e q1 o qz, respectivamente. 
É fácil ver que, para estas operações, valem (a rnenos de isometrias) a 
associatividade, a comutatividade e a distributividade. Por exemplo, 
Proposição 1.8 [3, Cap.I, 2.4] 
Para b E Bil(F), q,, q2 E Quad(F) valem: 
(b®q,)oqz::: q,o(b0qz) ~ b®(q,oq2)· 
Terminemos este parágrafo com um teorema fundamental sobre formas, 
a saber: 
Teorema 1.9 [Cancelamento de Witt] [3, Cap.I, 4.3 e 23, Cap.I, 
Teo.4.2] 
Sejam (1!1 ,q,), (Vz,q2), (V,q) E Quad(F). Se 
(V1 ,ql) + (li,q)::: (Vz,qz) + (V,q), então (V,,qt)::: (Vz,qz). 
§3. ANÉIS DE WITT E DE WITT-GROTENDIECK 
Definição 1.10 [3 e 23] 
O anel de Witt-Grothendieck das formas bilineareB sobre F é denotado 
por WG&F e seus elementos consistem de diferenças formais [b,]- [b2], 
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onde [b] é a classe de isometria determinada por b sobre F e [bl] - [b2] = 
[b3]- [b4] se e somente se existe b E Bil( F) tal que b1 + b4 + b ::::: b3 + b2 + b. 
As operações sobre este conjunto que o tornan1 urn anel, são as 
operações induzidas da sorna ortogonal e produto tensorial definidos 
anteriormente. 
As definições sobre as classes de isometrias [q] das formas quadráticas 
sobre F são as mesmas, para a construção do anel de Witt-Grothendieck 
W G F, das formas q·uadráticas, sobre F. 
Observação 1.11 
O anel TV G bF tem urn elemento unidade que é representado pela 
classe do espaço bilinear l-dimensional < 1 > ( < 1 > ( x, y) = :cy). Se 
c(F) = 2 WGF não possui unidade pois: ql o q2 = O, para todo q1, 
q2 E WGF. No entanto se 2 E F*, identificamos WGF com WGbF. 
As operações introduzidas ern 1.6 e 1.7 tornam WGF uma 
vVGbF-álgebra, que desempenha importante papel na teoria de formas 
quadráticas. 
Definição 1.12 
Um espaço quadrático (V,q) (resp. bilinear (V, b)) sobre F é dito ser 
o plano hiperbólico (resp. metabólico) se dirn q = 2 (dirn b = 2) e existe 
vEV, v#OtaLque q(v)=O (resp. b(v,v)=O). 
O espaço hiperbólico (resp. metabólico) é uma soma ortogonal ele pla-
nos hiperbólicos (resp. metabólicos). Por exemplo, se q é urna forma 
quadrática de dimensão 2 sobre um corpo F, c( F) = 2, então bq é um 
plano metabólico, pela Observação 1.2. O plano hiperbólico será denotado 
por H, (ver 1.30). 
É fácil ver que a diferença formal de classes de espaços metabólicos 
(resp. hiperbólicos), é urn ideal I de WGbF (resp. subgrupo I de WGF.) 
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Definição 1.13 [23] 
O anel de Witt das formas bilineares (resp. o gTupo de Witt das formas 
d ' . ) b F ' . TU F WG,(F) ( 'VF WGF) q·ua ratzcas so re · e o quociente: vv b · = I resp. v = / · . 
§4. O HOMOMORFISMO TRANSFER. 
DEFINIÇÃO 1.14 [Extensão de Escalares] 
Seja K uma extensão do corpo F. Dados (V, q) E Quad(F) ou 
(V,b) E Bil(F), e i: F'--' [(a inclusão de F em K, definimos (VK,qK) 
e (VK,bK) por: VK=V<!')pK e bK(x®a,y®f3)=i(b(x,y))a(3, 
qK(:r ® cx) = i(q(x))cx2 e bq" a única forma bilinear satisfazendo 
bq"(x®cx,y®f3) = i(bq(x,y))af3, Vx, y E V e Vcx, (3 E K 
Com estas definições (VK, qh·) E QMd(K) e (VK, bK) E Bil(K). 
Estas operações definem dois funtores aditivo e multiplicativo 
i': Bil(F) --> Bil(K) e i*: Quad(F) __, Quad(K), onde i*(b) = bK e 
i'(q) = q[(, Vb E Bil(F) e Vq E Quad(F), ver [3, Cap.I 2.5 à 2.7 e, 23 
Cap.VII, §1] 
Definição 1.15 [O Transfer.J 
Sejam F C J( urna extensão tal que K /F é finita e s: f{ -+ F um 
funcional linear não-nulo (chamado função tmço). 
Nestas condições s induz a aplicação bilinear s: J( x K --> F definida 
por: s(x, y) = s(J:y). 
Vamos mostrar que s : f( x [( -+ F E Bil(K) e para isto basta 
mostrar que d-,:K-+ Homp(K,F), d-,(x) = s(x,.) é um isomorfismo. 
Como dimpK = dimp(Homp(K,F)), basta mostrar que d-, sobrejetora.. 
Então consideremos tE Homp(K,F). Se t é nulo tome x =O. Se 
t é não nulo e t(.'r) = n f O; como s f O existe u E ]( tal que 
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s(u) = t(x) = a. Dai para y = ~' d8 (y)(f3x) = t({3x), V{3 E F. Como 
J( er d-,(y) = J( er t e { x} pode ser completada a uma F-base de J( segue-
se que d-s(y) = t. Logo d-s : J( -+ H omF(K. F) é sobrejetor e portanto 
s: I\. x J(-+ F E Bil(K). 
Consideremos uma extensão K/F finita com função traço s. Para 
cada (V,b) E Bil(K) e (V',q) E Quad(K) definimos: s.(V,b) = (VK,sob) 
e s,(V'.q) = (VK,soq). Observe que dimF s,(V,q) = dim}( V· [K:F]. 
Nestas condições temos: 
Proposição 1.16 [3, Cap.I, 2.9; e 23, Cap.VII, §1] 
Com as notações anteriores temos que: 
s,(V,b) E Bil(F) e s,(V',q) E Quad(F) 
Por 1.16, s,:Bil(K)-+ Bil(F) dada por s.(V,b) = (l!g,sob) e 
s,:Quad(K)-+ Quad(F) dada por s,(V',q) = (Vg,s o q) definem dois 
funtores aditivos que induzem dois homomorfismos de grupos: 
s,: WGb(K)-+ WGb(F) e s.: WG(K)-+ WG(F) que são ambos chama-
dos homomorfismo transfer. Assim: 
Teorema 1.17 [Reciprocidade de Frobenius.] 
[23, Cap.VII, Teo.l.3] e [3, Cap.I, 2.12, e Cap.V §3] 
Sejarn F um corpo e J( uma extensão finita de F, com função traço 
s: K -+ F. Então 
i) Vb E WGbF e Vq E WGbK, (ou b E WGF, q E WGK), vale: 
s,(i*(b)q) = bs,(q). 
ii) Vb E WbF e Vq E WK, tem-se: s,(i'(b)q) = bs,(q), 
iii) Vb E WbK, 'Vq E WF, tem-se: s,(bi*(q)) = s,(b)q. Em particular 
pru·a b =< 1 > [(, s,(i*(q)) = s,(< 1 >K)q. 
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Observação 1.18. 
Como consequência ele 1.17. podemos ver que s, ( vV G 6K) é um ideal 
em WG&F, respectivamente s,(WGK) é uma sub-álgebra ela WG6F-
álgebra WGF e é fácil ver que as imagens s,(WGbK) e s,(WGK) 
independem da escolha ela aplicação traço s. Por isso nos dois resultados 
seguintes escolhe-se as aplicações traços convenientes. 
Teorema 1.19 [3, Cap.V, Teo.5.2] e [23, Cap.VII, Teo.3.3]. 
Sejam F um corpo a E F*\ F* 2 (a E F\ hF, se c( F) = 2) e 
E= F( y'a) (resp. = F(h- 1 (a))). Então a seguinte sequênci'l é exata: 
0-->WF·r-->WF~WK~WF, 
onde 'P =< 1, -a > (resp. 'P = [1, a]) e s, 
s(1) =O, s(y'a) = 1 (resp. s(l) =O, s(z) = 1, 
é o transfer induzido por 
onde z- + z + a = O . ., ) 
O cálculo de s,(< 1 >K) que aparece em 1.17iii é dado por: 
Proposição 1.20 [3, Cap.V, Prop.3.3] e [23, Cap.VII, Teo.l.6] 
Sejam K = F( x) uma extensão algébrica simples com s : J( -> F dado 
por s(1) = 1, s(x) = s(x2 ) = · · · = s(xn-l) =O, onde n = [K: F] (=grau 
elo polinômio mínima] de x ). Então, 
( 1 ··) "' { < 1, -a0 > +sH se s,< >1<- <1>+tH se 
n=2m 
n=2m+1, 
onde sH ou tH é um espaço hiperbólico (ou metabólico, se c( F)= 2) e 
a0 é o coeficiente ele x0 no polinômio mínima! ele x. 
Agora denwnstrarernos o seguinte Corolário) como consequenc1a 
da Observação 1.18. 
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Corolário 1.21 
Sejam F um corpo, c(F) = 2 e a E F\ hF, f(= F(h-1 (a)). 
Então s,([l,a+f)z] = [l,a]+ <a> ®[l,a+.B]. 
Demonstração 
Consideremos a aplicação traço s: f( = F + F z ---> F dada por 
s(a+pz)=a, (onde z2 =z+a). Então para a:,y,:t 1 ,y1 EF, 
s,[l,cx+f)z](x+yz,.?:J +y1 z) = x 2 +xx, +cxxy+a(y2 +YYl + (a+p)yi) 
= [l,cx](x,x1)+ <a> ®[l,a+;3](y,y1 ). Daí segue-se o resultado. 
§5. SUBESPAÇOS E DIAGONALIZAÇAO 
Definição 1.22 
Seja (V,q) um espaço quadrático (resp. (V,b) espaço bilinear), 
sobre um corpo F. Para cada subconjunto E de V, consideremos o 
subespaço de 1/, E.L ={xEV, bq(x,y)=O, VyEE}, (resp. 
E.L = {x E V, b(x,y) =O, Vy E E}). Dizemos que dois subconjuntos U e 
E de V são o·rtogonaís se E C U .L (ou, equiv-alentemente U C E .L). 
Um subespaço E C V é um subespaço de (V, q) (resp. (V, b)) se para 
algum subespaço U C V, tem-se V = E EB U com U C E.L. Se temos 
V = E EB U com U C E .L escrevemos V = E .lU e dizemos que l/ é 
-u-rrw sorna o·rtogonal de E e U. 
Denotemos a restrição da forma quadrática (resp. for;na bilinear b), 
ao subespaço E por (E,qiE) (resp. (E,biExE)). Se V= E.lU então 
(V, q) :::: (E, qiE) + (U, q!U) (resp. (V, b) ~ (E, biExE) + (U, biUx u )). 
Dizemos que (E,qiE) é uma snbform.a (quadrática) de (V,q), o mesmo 
v-ale para (E, biExEl· 
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Proposição 1.23 [3, Cap.I, 3.2] 
Seja (V, q) espaço quadrático (resp. (V, b) espaço bilir.ear) 
i) Se V é não-singular e E C V é um subespaço, então E.L é um 
subespaço e E.L .L = E. 
ii) Se E C V é um subespaço tal que (E,qiE) (resp. (E,biExel) é não-
singular, então V= Ej_E.L. 
Definição 1.24 
Sejam F um corpo, (V,q) E Quad(F) (resp. (V, b) E Bil(F)) e 
a E F'. Definimos: 
Drq = {q(x) E F', x E V}, (resp. DriJ= {b(x,x) E F*, x E V}). 
Se a E Dpq (resp. a E Drb), dizemos que q (resp. b) repr·esenta a. É 
claro que se q ~ q1 (resp. b ~ b1 ), então q (resp. b) representa a se 
e somente se q1 (resp. bi) representa a. Se não houver dúvidas quanto 
ao corpo em questão, pomos Dq (resp. Db) em vez de Dpq (resp. Drb). 
Se Dq =F* (resp. Db =F*), dizemos que q (resp. b) é ·uni·uersal sobre 
F. Claro que a E Dq (resp. a E Db) se e somente se a:c2 E Dq ( resp. 
a:c2 E Db), para todo x E F' e por isso veremos Dq (resp. Db) como 
subconjunto tanto de F* como de Q(F). 
Critério de Representação 1.25 
Sejam F um corpo, q uma forma quadrática sobre F. 
i) [23, Cap.I, 2.3] Se c( F) # 2, então dE Dq se e somente se existe 
q' E Quad(F) tal que q é:::< d > +q' (q' não existe se dirr;p q = 1). 
ii) Se c( F) = 2, então c E Dq U {O} se e somente se existe dE F 
e q' E Quad(F) tal que q é::: [c, d] + q' (q' não existe se dimp q = 2). 
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Derrlonstração 
i) [23, pg.9] 
ii) Se c E Dq U {0}, então existe e1 E V tal que q( el) = c. Como 
bq(e1 ,ei) =O e q é não-singular, existe e2 E V tal que b(e1 ,e2 ) =L 
Sejam d = q(e2 ) e V= Fe 1 + Fe2 + Fe; + ... + Fe~ .• s· dimp q > 2. 
Se bq(e 1 ,e~)=ai e bq(e2,e't)=b-;, i=3, ... ,n, ton1e ei=<+aíe2+ 
b;e1 , i> 3 para obter b(e;, e;)= O, para j = 1, 2 e i> 3. Fazendo 
V1 =Fe3 + ... +Fen e q'=qw, temos que q::O[c,d]+q', conformel.5. 
A recíproca é rnais simples ainda• 
Por indução sobre dim F q demonstra-se o seguinte Corolário imediato. 
Corolário 1.26 [3 Cap.I, 3.4, e 23 Cap.I, 2.4] 
Sejam F um corpo e q E Qaad(F). Então: 
i) Se c( F) # 2 e n = dimp q, então existem a 1 , ... , a, E F* tais 
que q::O< a!>+ ... +< an >. 
ii) Se c( F)= 2 e n = dimp q, então n =2m e existem 
a1, ... ,am, c1, ... ,em E F tais que q:::: [a1, c1J + ... + [a:n, em]· 
Notação 1.27 
Por comodidade e simplificação de notação, denotaremos a forma 
quadrática enL i) por < a 1 , ... , an > e, ern especial denotarernos 
< a, ... , a > por n < a > . A forma quadrática em ii) denotaremos por: 
L:7~1 [aí, GiL e se ai =a, ci =c denotaremos q por m[a, cJ. 
Definição 1.28 
Para q=< a1 , ..• ,an >E Qaad(F), c(F) # 2, definimos o determi-
nante de q por dei q = IIf=1a; E Q(F) e para q = 2::7~ 1 [a;,ci], c(F) = 2, 
definimos o inva·riante de Arf de q por A. r f q = 2:;;':1 a;c; E F/ h F. 
O detq e Ar fq independem de isometrias, ver [3 e 23]. 
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Definição 1.29 
Sejam q E Quad(F), b E Bil(F). 
Se q(x) =O, (resp. b(x,x) =O) para algum x E V\ {0}, dizemos que 
q (resp. b) é isotrópica sobre F. Se q(x) #O (resp. b(x,:r) #O) para 
todo a: E F*, dizemos que q ou (V,q) (resp. b ou (V,b)) é anisotrópica 
sobre F. 
A Proposição abaixo caracteriza o plano hiperbólico. 
Proposição 1.30 [26, Lema 1] e [23, Cap.I, Teo. 3.2] 
a) Seja q E Quad(F) com dimF q = 2. São equivalentes: 
i) q é isotrópica. 
ii) dei q = -1F* 2 , se c(F) # 2; ou Ar f q E hF, se c(F) = 2. 
iii) q ~< 1,-1 >, se c(F) f 2; ou q =[O, O], se c( F)= 2. 
iv) q é equivalente a classe da forma quadrática binária XY. 
b) Sejam F um corpo, c(F) = 2 e a,c E F. Então [1,a] + [1,c] "" 
[0, O]+ [1, a+ c]. 
Denwnstração 
a) Para c( F) f 2, ver [23, Cap.I, Teo.3.2] 
Se c(F) = 2, por 1.25 q:::: [a, c]~< a> ®[1,ac]. Então q é isotrópica se 
e somente se [1, ac] for isotrópica e como Ar f q = ac, basta provar que 
[1, d] é isotrópica se e somente se dE hF, para obter i) = ii). 
Se existe (x, y) # (0, O) tal que x2 + xy + dy2 =O então y f O e 
daí d = ( ~ )" + ( ~) E h F. Reciprocamente, se d = a;2 + a: então 
2 ., [ l x +a;· 1 + d · 1- =O, e portanto 1,d é isotrópica. 
iii) :;::::} i) é claro. Reciprocmnente, se q é isotrópica q ~ [0, c] 
por 1.25ii) Sejam V= Fe1 +Fez com q(e,) =O, q(ez) = c. Para 
e~ = a~ 1 + e2, tein-se que bq(e1 , e~) = 1 e q -::::: [0, 0]. Disto tan1bérn 
segue-se iv. Logo i) =? iii) e iv). 
As implicações iv) =? i), e iii) =? i) sao claras. 
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b) Seja q = [1, a]+ [1, c] definida sobre V= (Fe 1 + Fe2 )_1_(Fe" + Fe4 ). 
Então q(et) = q(e3) = bq(el,e2) = bq(e3,e4) = 1, q(e2) =a, q(e4) =c, e 
bq(e1,e3) = bq(e,,e4) = bq(e2,e3) = bq(e2,e4 ) =O, (por 1.5). 
Seja c1 = c1 + e3. Corno q( cJ) = O, procurernos vetores c2, CJ 1 c4 
tais que V C: (Fc1 + Fc2)_1_(Fc" + Fc4 ). Nestas condições podemos ver 
que: V~ (F(e, + e3) + F(ce, + ce3 + e4))_1_(Fel + F(e2, e4)), ou seja, 
q C: [0, O] + [1, a + c]• 
Coroláro 1.31 
Toda forma quadrática isotrópica contém H como subforma, e em 
particular é universal (por 1.30.iv)). 
Observação 1.32 [23, Cap.Il, Prop.l.4] 
Considere q E Quad(F), dimF q = n. Por 1.30,existe rn E N tal que 
q ~ qa + rnH, com qa E Quad( F) anisotrópica (ou nula). Os elementos 
de !V F estão em correspondência 1-1 com as classes de isometrias de 
IJa E Quad(F). 
Além disso, como isometrias preservam a dimensão dos espaços ve-
toriais em questão, ternos que se dirnp q = dimp 1]1, q, '.1 E Quad(F), 
então q ~ q1 se e somente se q = q1 em W F. 
§6. APRESENTAÇAO DO ANEL DE WITT 
Como dissenws na introdução con1 referências lá citadas, os anéis de 
Witt e deWitt-Grothendieck de um corpo de característica diferente de dois, 
podem ser apresentados por geradores e relações do seguinte modo: 
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Teorema 1.33 [23, Cap.II, Teo.4.1 e 4.3] 
Seja F um corpo de característica diferente de dois. Então 




onde .J é o ideal de Z( Q( F)) gerado por 
( < 1 > + < d > )( < 1 > - < 1 + d >) =< 1, d > - < 1 + d, d( 1 + d) > 
para dE Q(F), d # -1, e I é o ideal de Z(Q(F)) gerado por 
J e <1,-1>. 
Os elementos de Q(F) são denotados por <a>, a E F*, e escreve-
mos < a1, ... ,an > para o elemento I;;~ 1 <a; >E Z(Q(F)). 
O número n é a díme·nsão de < a 1 , .•• , an > e dois elementos 
demesrnadirnensão < al~···,an >, < b1, ... 1 bn > sao 
eq·uivalentes em Z(QF)) se e somente se eles são iguais em 





a) - Por o-rdem de um corpo F entendemos um subconjunto F C F ( = 
conjunto dos elernentos positivos da ordem), com as seguintes propriedades: 
i) O (t F. 
ii) Se O# x E F, então x ou -x E F (isto é: F*= PU -P). 
iii) F é fechado para a adição e a multiplicação de F (isto é: 
F+ F C F e F· F c F). 
b) -Um elemento b de um corpo F que admite ordens é dito ser totalmente 
positivo se b E F para toda ordem F de F. 
Definição 1.35 [23, Cap. VIII, §1 e Corol.l.lO] 
Um corpo F é dito formalmente -real se satisfaz uma das seguintes 
condições equivalentes: 
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i) -1 nao é soma de quadrados. 
ii) Para todo número natural n > O, n < 1 > é ani,,otrópica. 
iii) F possui pelo menos urna ordem. 
Portanto um corpo formalmente real tem característica # 2. 
Notação 1.36 
Para um corpo arbitrário F, o-( F) denota o conjunto dos elementos de 
F q·ne podem ser- expTesso como 11.ma soma de q1wdrados. Assim a E O"( F) 
se e somente se a E D(n < 1 > ), para algum n E IN e por isso, também 
denotemos O"(F) por DF(oo) (ou por D(co), se o corpo F estiver claro 
no contexto). Assirn, 
n 
O"( F)= {_L>L x, E F}= U D(n < 1 >) = n(oo). 
i=1 nEIV\{0} 
Se F não é formalmente real e c(F) oft 2, de a= (a#1 )2- (";1 ) 2 , 
segue-se que o-( F)= F, e se c(F) = 2, u(F) = F* 2 • 
Para um corpo formahnente real F 1 tem-se: 
Proposição 1.37 [23, Prop.l.3] 
1) O"( F)\ {O} CP. 
2) Se P' é outra ordem de F tal que P C P', então P = P'. 
Observação 1.38 
Um teorema de Artin-Schreier (23, Cap.VIII, Corol.l.12], diz que 
b E F* é totalmente positivo se e somente se b E u(F). Corno corolário 
disto, mais 1.37, temos que F é unicamente ordenado se e somente se 
D( oo) é uma ordem de F; (portanto a única). 
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Definição 1.39 
a) Um corpo F é dito pitagoreano se CJ(F) = F' 2 e 
b) um corpo F é dito Teal fechado se F é formalmente real, mas 
nenhuma extensão algébrica própria de F é formalmente r'?al. 
Teorema 1.40 [23, Cap.VIII, Teo.l.8] 
Se F é um corpo real fechado, então F*= F' 2 U -F* 2 e F* 2 é a 
única ordem de F. 
Definição 1. 41 
Uma forrna quadrática q ""< a1 , . •• , an > sobre urr1 corpo formal-
mente real F, é dita positiva definida se ai E P (equivalentemente 
Dq CP. 
§8. FORMAS DE PFISTER E RADICAL DE KAPLANSKY 
Definição 1.42 
a) Para n > 1 e c(F) f 2, definimos nma n-forma de Pjister 
sobre F por < 1, a1 > ® · · · ® < 1, an > (que também denotaremos 
por << ar, ... ,an >>). Se ai= 1 para todo i, pomos 2n < 1 > para 
<< 1, ... , 1 >>, (n números 1). 
A única O-forma de Pfister é definida por < 1 > . 
b) Se c( F)= 2 e n >O, definimos uma n-forma bilinear· de PfisteT 
como acima e se n > 1, definimos uma n-forma (quadrática) de Pfister por 
< 1, ar > C?! ..• ® < 1, an-1 > 0[1, an] (que também denotaremos por 
<< a:t, ... 1 an]]. Finalmente, 
c) Denota-se por I" W F ou I"' F o ideal de W F gerado pelas 
classes de isometrias das n-formas (quadráticas) de Pfisier, sobre F. 
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Definição 1.43 
Como toda n-forma (bilinear, se c(F) = 2) de Pfister representa 1, 
podemos escrever 'P ~ < 1 > +<?'. A forma <p1 é chamada de vizinhança 
de Pfister de 'f', no caso c( F) f 2. 
Para uma forma quadrática q (resp. bilinear b), sobre F 
G(q) ={a E F* I< a> ®q ~ q} (resp. G(b) ={a E F* I< n > @b C:: b}, 
denota o g·rupo dos fatores de similaridades de q (resp. b). 
Fatos importantes sobre n-formas de Pfister que serão exaustivamente 
usados são: 
Proposição 1.44 (23 Cap.X, CoroL1.7; e 3 Cap.IV, 1.2, Teo.2.4, e 
Teo.2.8 ou CoroL2.16] 
Para toda n-forma de Pfister '{J, n > 1, tem-se: D('P) = G(<p). Em 
particular D( <p) é um subgrupo multiplicativo de F'. 
Proposição 1.45 
i) (23, Cap.X, 1.5 e 1.6] 
Sejam F um corpo com c(F) f 2, e 'P =<< a1, ... , a,., >> n-forrna 
de Pfister, n > 1, e b E D'P'· Então existem elementos bz, ... , bn E F' 
tais que 'PC::<< b,bz, ... ,bn >>. Em particular, 'P é isotrópica se e 
somente se 'P é hiperbólica (isto é: 'P =O em W F). 
ii) [3, Cap.IV, 4.1] 
Sejam q =<< a1, ... ,an,a]] urna forma quadrática de Pfister sobre 
F, c( F) = 2. Se q contém o espaço [1, b], então existem b1, ... , bn E F' 
tais que q C::<< b1o ... , bn, b]]. Em particular, q contém H (isto é q é 
isotrópica) se e somente se q é hiperbólica (isto é: q =O em W F). 
iii) [3, Cap.IV, 4.3] 
Sejam F um corpo com c(F) = 2, <p=<< bJ, ... ,bn >>E Bil(F), 
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q =< < rzh ... , Om, a]] E Quad(F). Então para todo b E D(tp1 ® q) existem 
C2 l ••• Cn E F*' tais que rp tZl q rv < < b' C2 ~ ' .. \ Cn > > ({)q. 
Definição 1.46 
O conjunto de todas n-fo-rmas quadráticas de Pfister não isomét-ricas, 
sob"T"e F se"T"á denotado po"T" PnF. 
Se 'P E PnF é tal que [F : Dtp] = 2 dizemos que 'P é k -urâversal. 
Em nossos estudos sobre corpos n-Hilbertianos, tem importãncia fun-
damental o n-ésimo mdical de Kaplansk11 de F. A princípio de foi definido 
por Kaplansky em [18], para corpos de característica diferente de dois, por: 
Assim R 0 F é definido como sendo F* 2 Temos a sequência de inclusões 
F* 2 c R1 F c · · · RnF C · · · C F'. 
O seguinte Teorema é devido a T.Y.Lam 
Teorema 1.4 7 [23, Cap.Xl, Teo.l.6] 
Sejam F um corpo, c( F) # 2 e n E N. Se D(2 < 1 >) C RnF, então 
D(oo) C RnF. 
O trabalho mais completo que conhecemos sobre o n-ésimo radical de 
Kaplansky, se deve a .J.L.Yucas [38]. O seguinte resultado se deve a ele. 
Proposição 1.48 [38, Prop.2.2] 
Seja F um corpo, c( F) # 2. Então as seguintes afirmações sao 
equivalentes, para n > 1 e para todo a; E F*, i = 2, 3, ... , n + 1. 
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a) r E RnF. 
b) << -r,a2, ... ,an+l >>é hiperbólica (isto é: zero em WF). 
c) <<-r,a2:···,an>> é universal. 
Derrwnstração 
a)? b) r E RnF {=?r E Dip, \/ip E PnF. Por 1.44, 'P ~<r> ®'P, 
que é equivalente a: < 1, -r > ®'P = O em vV F. 
c)? b) ·t/J =< < -r, a2 , ... , an > > é universal se e somente 
se \/ an+l E F*, tem-se an+l E DI/;. Por 1.44, isto é equivalente a 
< an+l > ®'t/J ~ ~~ ._< < -r, a2, ... , an+l > >= O em W P, ou SeJa, 
< < -·r, a2, ... , an+l > > é hiperbólica• 
A partir desta caracterização do radical de Kaplansky, para corpos de 
característica diferente de dois, generalizamos o radical de Kaplansky, para 
corpos de característica qualquer, do modo como se segue. 
Definição 1.49 [O n-ésimo Radical de Kaplansky] 
Sejam F um corpo e a E F*, se c(F) oJ 2, (a E F, se c( F)= 2). 
Dizemos que a E RnF se e somente se uma das condições da Proposição 
1.50 (portanto todas) for ·verdadeira. 
Proposição 1.50 
Sejam F um corpo, a E F*, (a E F, se c( F)= 2). Então, para todos 
a1 , • •• , an E F*, n > 1, as afirmações abaixo são equivalentes: 
a) <<aJ, ... an,-a>>=O (resp.<<aJ, ... ,an,a]]=O) em WF. 
b) << O.j 1 ••• 0.n-l,-a >> (resp. << aJ, ... ,an-l,a]]) é universal. Além 
disso se c(F) oJ 2, a) e b} são equivalentes a: 
c) aED<<al, ... ,an>>. 
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Demonstração 
No caso c(F) = 2 basta usar L48b) <=>c) tendo em vista 1.44 
Se c( F) = 2 definimos RoF = h F e neste caso também temos a 
sequência de inclusôes: 
hF c R,F c ... c RnF c ... C F. 
§9. O u-INVARIANTE 
Definição 1.51 
O ideal torção de W F, denotado por vV1F, é constituído pelas formas 
quadráticas q E W F tais que r .q = O, para algum r E (/li*. Observe que 
em particular W 1F = lV F, quando F não é formalmente real. 
Finalmente, o u-invariante do corpo F é definido por 
u = u(F) = rnax{dimN; q E W,F, tal que q é anisotrópica} 
Lema 1.52 [23, Cap.XI, 4.4 e 4.5] 
i) Sejam F um corpo não formalmente real, c( F) # 2 e 'P urna forma 
quadrática não universal de dirnensão d sobre F. Então para todo a E F*, 
D<p C;t D('P+ <a>), 
e 'P+ < a > representa ma1s de d classes de quadrados. 




No que se segue denotaremos o produto tensorial q®q1 por qq1 para 
q, ql E Bil(F) U Quad(F). 
Definição 2.1 
Um corpo F é chamado n-Hílber·tiano (n > 1) se para toda n-forma de 
Pfister <p sobre F [F* : D<p] < 2, com igualdade válida para pelo menos 
uma n-forma de Pfister <p. 
Nota 2.2. 
A condição [F* : D<p] = 2 para alguma <p E PnF, g,crante que 
F* ~ F* 2 se c( F)~ 2, ou F~ hF se c( F)= 2. Com isto os corpos estuda-
dos por I. Kaplansky em [18] e por R. Baeza em [4], são casos particulares 
de corpos 1-Hilbertianos. 
Nota 2.3. 
Vamos definir corpos 0-Hilbertianos corno sendo os corpos F com 
I F* I F.z I = 2, ou os corpos F tais que IF I h FI = 2 se c( F) = 2, para 
n1anter coerência com o Teoren1a 2.7, adiante. 
Se c( F) ~ 2, a única O-forma de Pfister é definida como sendo < l > 
e, neste caso, a Definição 2.1 contém a Nota 2.3. Os primeiros exemplos que 
podemos citar de corpos n-Hilbertianos são: 
Exemplo 2.4 
Os corpos finitos e os corpos rerus fechados (ver 1.40), sao corpos 
0-Hilbertianos. Se F é finito com c( F)= 2, então h: F--+ hF dada por 
h(x) = x2 +:r, é um homomorfismo de grupos que tem núcleo {0, 1}. 
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Dai, F/{0,1} é isomorfo a hF e como F é finito, FjhF = {O,p}. 
Se c( F) # 2, como F* é um grupo cíclico, segue-se que Q(F) = {1, s }. 
Logo F é 0-Hilbertiano. Se F é real fechado, então F é obviamente 
0-Hilbertiano por 1.40 e 2.3. 
Exemplo 2.5 
Os corpos locais, que sao corpos do tipo k( ( t)) onde k é um corpo 
finito ou são os corpos dos números racionais p-ádicos, são exemplos de 
corpos 1-Hilbertianos. De fato, esses corpos possuem uma única álgebra 
de quatérnios que não se fatora (a. menos de isomorfismo); equivalentemente 
possuem uma. única. 2-forma de Pfister anisotrópica. (a. menos de isometria) 
(ver [23 Cap.V, Teo.2.2 e Teo.2.10] e [35 Ca.p.2, Teo.l.l] e [4, Lema 1.1]). 
Pelo Teorema. 2. 7 adiante, segue-se o resultado. 
Exemplo 2.6 
Os corpos reais fechados são corpos n-Hilbertianos para n > O. De fato, 
Q(F) = {1, -1} e P = F' 2 é a única ordem de F. Logo para n > 1, as 
únicas n-formas de Pfister sobre F, amenos de isometria. são 1"1 = zn < 1 > 
e 1"2 =<< -1, ... , -1 >>. Assim, como 1"2 é universal e 1"1 é !-universal, 
pois p 1 é positiva definida, segue-se a afirmação. 
O seguinte Teorema. caracteriza os corpos n-Hilbertianos. 
Teorema 2.7 
Sejam F um corpo e n > O. Então F é n-Hilbertiano se e somente se 




Antes de den1onstrarmos o teorema recordemos que PnF é o conjunto 
das a-formas de Pfister sobre F, a menos de isometria. 
Suponhamos n = O e c(F) = 2. Por 2.3, F é 0-Hilbertiano se e 
somente se :;. = {O,p}. Por L30a, segue-se que P1F ~- {0, [l,p]}. 
Reciprocamente, considere a, b E F \ hF. Por hipótese e L30a 
O # [1, a] = [1, b] E W F. Por 1.28, Ar f[l, a] = Ar /[1, b], ou seja, a = b 
em F/hF- Portanto F/hF ={O, a}, e F é zero-Hílbertiano, por 2.3. 
Suponhamos agora n > l ou c(F) # 2. Se IPn+rFI = 2 e 'P 
universal 1/cp E PnF, então <a > 'P ~ 'P por 1.44, e dai<< -a >> 'P 
seria hiperbólica lia E F* 1/cp E PnF, ou seja, !PnHFI = L Mas isto 
contradiz a hipótese. Então existe 'P E PnF não universal. Vamos mostrar 
que, neste caso, y é ~-universal, acarretando que [F*: Dcp] < 2, para 
toda 'P E PnF. 
Sejam 'P E PnF não universal e a, b E F* \ Dcp. Então < l, -a > cp, 
< l, -b > 'P são anisotrópicas e por hipótese < 1, -a > 'P ::::::< 1, -b > 'P· 
Cancelando 'P (L9), e multiplicando por <a> temos que 'P ::::::< ab > <p. 
De 1.44 segue-se que ab E Dcp, a,b í1' D<p, ou seja [F*:Do] = 2. 
Reciprocamente, se F é n-Hílbertiano existe <p E PnF ~-universaL 
Para a E F*\Dcp, < 1,-a > <p éuma(n+l)-formadePfisteranisotrópica 
(L44). Mostremos que existe apenas uma (n + 1)-forma de Pfister 
anisotrópica sobre F, a menos de isometria. Para isto sejam 
1/J1 =<< a1, ... ,an+l >>, 
ou 1/Jr =< < a,, ... , an+d], 
1/Jz =< < b,, .. . , bn+l > >, se 
1/J2 =< < b1, ... , bn+lJl se 
c( F)# 2 
c(F) = 2, 
duaB (n+ 1)-formas de Pfister anisotrópicas. Então ,p, =< 1, a, > 'fl, 
e 1/'z =< 1, b, > <pz, onde '(); E PnF para i= 1, 2. Seja D; = D'();. 
Como 1/;; são anisotrópicas tem-se que -ar í1' Dcpr, -br ~ Dcpz por 1.44, 
e F* = D1 U(-al)Dl = D2 U( -bt)Dz (união disjunta). 
a) Se D 1 = Dz = D então -a,, -b1 ~ D mas a1b1 =(-a,)( -b1) E D 
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pms [F':DJ = 2. Daí < a 1 b1 > 'Pi ~ 'Pi ou <a, > 'Pi é::< b, > if';, 
para i= 1,2 e 
ou se 
se c( F) i= 2, 
c(F) = 2, 
<JU seJa, podenws trocar a1 e b1 por um elemento cornurn c 1 E F*. 
b) Se D 1 # D2 • provemos que ( -a1)D1 n ( -b1)D2 # 0, e daí 
a,D, n b1D2 i= 0. 
Como F* = D 1 U ( -a1 )D1 = D 2 U ( -bl)D2 (união disjunta), se 
( -al)D1 n ( -b1 )D2 = 0 então ( -a1)D1 C D2 e ( -b1 )Dz C D,. Como 
1 E D;, i = 1, 2 segue-se que -a1 E D2 e como D 2 é subgrupo 
de F* vem que (-a,J- 1 E D 2 . Então para todo x E D 1 temos que 
( -a,)x = a E D 2 e portanto 1: =a( -a1 )-1 E D 2 , ou seja, D, C D2. 
Do mesmo modo prova-se que D2 C D 1 . Mas isto contradiz a 
hipótese. Então existe -c1 = -a1d1 = -b1d2 com d; E D;. i= 1, 2, e 
c1 = a 1d1 = b1d2 E a1D, n b1D2, como desejado. 
Considerando o elemento c1 obtido acima e observando que 
< d; > 'Pi "" i{' i, segue-se que 
,p, ~ !f' I+ < a, > 'Pl C:: 'PI + < a, d, > 'f' I é::<< c1 > > 'f' I· 
Do mesmo modo 1/;2 ~<< c1 >> if'2 , e novamente podemos trocar 
a1 e b1 por um elernento comum c1 E F*. 
Se c(F) #2, podemos repetir este processo para os outros a; 
e b;, i=l, ... ,n+l e trocá-los 2a2 por c;, i= l, ... ,n+l para 
obter 
,p, 
e isto prova que Pn+lF = {0, 'if!l }, no caso de c( F)# 2. 
Se c(F) = 2, repetimos o processo anterior até obter 
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Considere agora as formas quadráticas ql =< < Cm an+d] e 
qz =<< Cn, bn+d]. Por 1.30b segue-se que 
C:: [O, O] + [1, Gn+l + bn+t]+ < Cn > ([0, O]+ [1, Un+l + bn+tlJ "" 
2[0, O] + 
Por A.1, existem dE F, r·1, r 2 E F', tais que 
1/11 ::::< < CJ., · · ·, Cn-1, r1, d]} 
o processo anterior em a), 
,p, 
e 1/J2 "'<< cl,···,cn-l,r2,d]]. Repetindo 
podemos trocar r 1 e r 2 por cn, e dai, 
<< c1, ... ,cn,d]J 
que mostra que Pn+lF = {0, 1/11}, neste caso também. Isto conclui o 
teorema• 
Como é de se esperar, todos os corpos de séries de potências F 
com n indeterminadas sobre um corpo finito k são n-Hilbertianos, pois 
!Pn+1 FI = 2. De fato, para o caso c( F) j 2 o teorema de Springer [29] e 
uma simples indução sobre n, garante o que afirmamos. 
Para o caso c( F) = 2 desenvolveremos parte da teoria de [29] (omitida 
em [29]) para demonstrarmos que F= k((X1 , ... ,Xn)) é n-Hilbertiano, 
n >O. 
S"ja F um corpo com c( F) = 2, completo em relação a uma valorização 
não-arquimediana discreta v: F -+ IR, 1r o elemento uniformizador (isto 
é: um gerador) do ideal maximal AI do anel de valorização O = Ov = 
{x E F:v(x) > 0}, 0/M = K o corpo de resíduos e O< e= v(1r) E IR o 
gerador do grupo de valores r= f v= {v(x),x E F}. O grupo elas unidades 
ele O é denotado por O~ = {x E F: v(.cc) = 0}. (Quando não houver 
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dúvidas quanto a valorização em questão os índices v que aparecem acima 
serão suprimidos). 
Sendo (V, q) um espaço quadrático não-singular e anisotrópico sobre F. 
para cada i > O inteiro, definimos 
lvi; = {x E V: q(:r) E 1Ti0} 
Lema 2.8 
Corrl as notações anteriores tern-se: 
a) M; é um O-módulo. 
b) M; C Aij se j < i, e Mz = 1T Mo C M1 C M 0 
c) Se x EM; e y E M;+l então bq(x, y) E 1Ti+1Q. 
Dernonstração 
a) Para todo a E O, x, y E M;, é fácil a prova de que o:x E AI; 
e x + y E 1\I;, se x e y são linearmente dependentes sobre F. 
Suponhamos x, y linearmente independentes sobre F. Então para todo 
t E F, ternos que x + ty f O e, como q é anisotrópica sobre F, 
f(t) = q(x + ty) = t2 q(y) + tbq(x, y) + q(x) E F[t] não tem raíz em F. 
Se demonstramos que v(bq(x,y)) > min{v(q(x)), v(q(y))} teremos 
que v(q(x+y)) = v(bq(x,y)+q(x)+q(y)) > min{v(q(x)), v(q(y))} e daí 
x + y E ,"vi;. 
Para isto sejam q(y) = a,1Tm, q(x) = az1r", bq(x,y) = a31Tk, com 
a, E O* para s = 1,2,3. Ocorre que se k < min{m,n} então 
g(t) = r.-k f(t) = r.=-ka,t2 + aat + r.n-kaz E O[t] e não tem raiz em O. 
Mas g(t) = a3 t E f( tem raíz simples em K. Como F é Henseliano (pois é 
completo), esta raiz pode ser levantada a uma raiz de .9( t) E O[t], o que é ab-
surdo. Logo k > min{m,n}, ou sejav(bq(x,y)) > min{v(q(x)), v(q(y))}. 
b) Claro que A1; C Mj, se j <i. 
Se x E l\!f2 então q(x) = r.2 a, a E O. Daí, q(r.- 1 x) =a E O, o 
que implica que x E 1riYf0 . Reciprocamente, se x = r.y, y E .~10 , então 
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q(.r) = 1r2q(y) E 1r20. Daí x E M2. 
c) Se :c E I\JI; e y E I\1!.;+ 1 então bq(x, y)- O(mod 1r1). 
Suponhamos que bq(>:,y) 'fi O(mod 1r1+l). Pelo final da demonstração 
de a temos que :r f/; Af;+l, ou seja v(q(x)) = v(bq(x,y)) =i. Portanto 
para to=- b:'(~.~) E O;, segue-se que v(q(x + toy)) = v(tÕq(y)) =i+ 1, 
ou seja, :r + t 0 y E 1vf1+1. Isto implica que :r = ( x + t0 y) - t0 y E l\!fi+ 1, 
que é absurdo• 
Sendo vl = lvfo I JV!J, v2 = MJ/ JV12' esses conjuntos são f( -espaços 
vetoriais com as operações: 
c< · a.: 0 = a · xo e :r o + Yo = :r o + y0 , para todo a E K e para todos 
:co, Yo E V,. 
As definições sao as mesmas para 112. 
Lema 2.9 
Com as notações anteriores temos que dimFV = dimgV, + dimgV2 
Derrwnstração 
Sejam E= V1 Eíl V2 e {e;} uma K-base de E. Então {ei} é um 
conjunto linearmente independente sobre F. Seja E = (JJFe;. O Lema 
estarã demonstrado se provarmos que E = V. 
Para todo x E V, v(q(x)) =a com a= 2n + j, j =O ou 1. Então 
1r-n;c E Mj C NI0 (pois v(q(K-nx)) = j), o que implica que existe 
x0 E 1\!Io tal que rr nx = :co E Mo/1111. Isto implica que existe :r1 E l\!f1 
tal que 7r n;c- :co= 1:1 E 1\!IJ/JV[z. Continuando com este processo 
encontramos :rm E ]\;fm tal que Jr-nx- L:::.o X i E Mm+l· Seja 
m 
Ym = .Z:::x; E Mo. Dev(q(7r-"X-Ym)) > m+l temos que :r= ,l~~ "nYm-
i=-0 
Corno K"Ym E E, isto mostra que E é denso em V. Mas como F 
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é completo, segue-se que E também é completo (A demonstra<;ão deste 
fato é a mesma de 4.23 adiante) e dai x E E. Logo E= V• 
Definição 2.10 
Definimos r];: v;___, K, i= 1, 2 por i'iJ (x) = q(x), onde J: E Mo é 
um representante de '" E V, e Zh(Y) = 1r 1q(y), onde y E 1vf1 é um 
representante de y E V2. 
Essas funções estão bem definidas; por exemplo: se x = z em V1 então 
1:-zEM1 e de q(x)=bq(x-z,z)+q(x-z)+q(z) e do Lema2.8c 
segue-se que q( :t) = q(z). Também é simples verificar que são formas 
quadráticas anisotrópicas, usualmente chamadas de primeira e segunda 
forma quadrática reduzida (ou residual) de q: Y --->F. 
Temos o seguinte Corolário do Lema 2.9 
Corolário 2.11 
Com as notações anteriores, se u(K) <no então u(F) < 2n0 . 
Demonstração 
Observe iniciahnente que c( F) = 2 implica W,F = W F. 
Sejam (Y,q) espaço quadrático anisotrópico sobre F e (V;,q,;) os 
espaços quadráticos residuais de (V, q). Se d,; = dim[( v; então pelo Lema 
2.9 dimFV = d1 + dz <no+ no= 2no• 
Cálculos simples mostram que q;: v; ___, f( também são anisotrópicas, 
embora elas possam ser singulares. Além disso, se as formas quadráticas 
residuais são isométricas sobre o corpo de resíduos, isto não implica que as 
formas são isométricas sobre o corpo F, como no caso de c( F) # 2. Por 
exemplo, as formas quadráticas binárias q = [l,X- 1] e p = [1,X- 1 +p] 
sobre F p rf: hF, não são isométricas; senão por 1.30b O = p + q = 
[1, x- 1 + x-1 + p] = [1, p] em W F. Por 1.30a ternos qne p E hF, o 
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que é absurdo. No entanto, cada uma delas tem suas formas quadráticas 
residuais isométricas a [1] sobre 1( 1 como mostra1n os seguintes cálculos: 
Consideremos q definida sobre V= Fe 1 +Fez. Podemos verificar 
que Afo = Oe, +Afez, .M, = Afe1 + Afe2, 1\![z = 1Vfe1 + 1\JI2 ez. Seja 
ae1 E Oe1 um representante de ae1 E V1 e uX ez um representante 
de uXez E V2, n E o:. Então ii!(ae1 ) = q(ae,) = a2 e 
q2(uXe2) = X 1q(uXe2 ) = X lv.2X2q(e2) = u2X 2X2 = u2 Logo 
q1 = q2 = [1]. Os mesmos cálculos mostram que p1 = p2 = [1]. 
Lema 2.12 
Seja (V, q) um espaço quadrático não-singular anisotrópico, sobre F. 
Se as forrnas quadráticas residuais (Vi, qJ, i = 1, 2, são não-singulares 
sobre K, então existem módulos quadráticos (V3, q3), (V4 , q4 ) sobre O 
tais que q = (q3+ < 1r > q4) ®F. 
Demonstração 
Sejam {el,ez, ... ,er} e {!1,/2, ... ,/8} K-bases de V1 e Vz 
respectivarnente. Levantando esses vetores encontramos e.~, ... , er E _l'vfo 
e f 1 , ... ,j8 E lvf1 • Assim q(e;) E O, q(fj) E 1rO e bq(e;, fJ) E 1rO (pelo 
Lema 2.8c), Vi= l, ... ,r; Vj = 1, ... ,s. Sejam bq(e;,Jj) = 1rb;j com 
b;; E O, para todo i, j, e bq(h, fk) = 7rCjk com Cjk = Ckj E O. Desde 
que (V2 , q2 ) é não-singular (ê;;,J é inversível sobre K, e portanto (cjk} 
é inversível sobre O. Para todo 1 < i < r seJa 
s 
e~= ei +L aikfk, 
k=l 
com a;k E O a ser determinado. Desde que fk E lvf1, temos que 
em v;, í = 1, ... , n. Além disso 
bq(e;,fj) = 1r(b;j + I;~;l a;kCkj)· 
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Como ( Ckj) é inversível em O, podemos escolher Oik E O de modo 
que para todo i, 
s L aikCkj = -bíj, 
k=l 
1 < j < s. 
Com esta escolha bq(e;, f;) = O, para todo 1 < i < r e 1 < j < B, 
ou seJa, o O-módulo W1 = ffii= 1 Oei é ortogonal ao O-módulo 
Wz = ffi}=! O f;. Sejam q3 e < 1r > q4 as restrições de q a W1 e a 
W 2 , respectivamente. Então por construção q3 ® J( '::::. riJ ,. q4 ® ]( ~ 7'h, 
isto é, (V1 , qJ) e (V2 , q2 ) são módulos quadráticos não-singulares sobre O 
e obviamente q = (q3+ < 1r > q4)@ F• 
Corolário 2.13 
Sejam L um corpo finito, c( L) = 2 e n > O. Então 
Fn = L((X,, ... ,Xn)) é n-Hilbertiano (onde Fo =L), e u(Fn) = 2n+1. 
Demonstração 
Para F0 =L, temos que L'= L' 2 , pois L é finito e <p:L-+ L 2 , 
<p(J:) = x 2 é injetora. Com isto, formas quadráticas de tipo [a]+ [b] são 
isométricas a [1] + [1], que é isotrópica. Se q = [a, b], q é isométrica a 
[l,p] (anisotrópica), ou q é isométrica a [1,0] (isotrópica) por 2.4 e 2.7. 
Como essas formas são universais, segue-se que u( F o) = 2 e, por 2.4, Fo 
é 0-Hilbertiano .. 
Suponhamos n -l >O, u(Fn- 1 ) = zn, Fn-l (n -1)-Hilbertiano 
com 'P =< < Xn-l, ... , X 1 , p]] a única forma quadrática anisotrópica de 
dimensão zn e mostremos que q = 'P+ < Xn > 'P E Pn+ 1 Fn é a única 
fonna quadrática anisotrópica sobre F~, de dimensão 2n+l, a rnenos de 
isometria. 
Seja q' uma forma quadrática de dimensão zn+l, anisotrópica 
sobre Fn· Pelo Lema 2.9, 2n+l = dim q~ + dim q~. Como q~ e q~ são 
Fn_1-anisotrópícas, VVtFn-1 = W Fn-l e u(Fn-d = 2n; obrigatoriamente 
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dün q~ = dim q~ = zn ~o que acarreta, por hipótese 1 que q~ := fj_~ ::-= y. 
Pelo Lema 2.12, q ~<< Xn,Xn- 1 , • •• ,X1 ,p]]. Pelo Teorema 2.7, Fn 
é n-Hilbertianoe 
Outros exemplos de corpos n-Hilbertianos de característica qualquer, 
serão exibidos no capítulo III. Para corpos de característica diferente de 
dois, exibiremos outros exemplos importantes. Antes disso, vamos mostrar 
que no caso formalmente real, o n-radical de Kaplansky RnF caracteriza 
os corpos n-Hilbertianos. 
Lema 2.14 
Seja F um corpo formalmente real e n-Hilbertiano, n > O. Então 
RnF é a única ordern de F. 
Demonstração 
Se n =O, Q(F) = {1, -1} e F* 2 = R 0 F é a única ordem de F. 
Se n > 1, seja rp E PnF positiva definida sobre F. Então Drp C P 
e, como F é n-Hilbertiano, 2 = [F* : P] < [F* : Drp] < 2. Daí P = Drp. 
Em particular, P = D(2n < 1 >) C D(co) C P, o que implica que 
P = D(2n < 1 >) = D(co). 
Para toda rp =<< a,, ... ,an >>E PnF indefinida. sobre F, existe 
pelo menos um a, E - P, que podemos supor a1 reordencndo os índices 
se for necessário. Mostremos que Drp = F*, acarretando que RnF = P. 
De < < -b, a1 > >:::0< < -b, -ba1 >>, para todo b E P, podemos trocar 
a 1 E -P por -ba1 E P. Usando este processo para todos a, E -P 
podemos supor 'Í' =< 1, -b > rp :::0<< -b, b,, ... , bn >> indefinida sobre 
F, com b, E P, para todo i. De D < < b,, ... , bn > >= P temos que 
< < -b, b1 , . .• , bn > >= O em fV F, ou seja, <p ~ < b > rp. Por 1.44, b E D<p, 
para todo b E P. Logo P C Dtp e como - P = ( -a1 )P, segue-se que 
-PC Drp, ou seja, Dtp =F'. Que RnF é a única ordem de F segue-se 
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de 1.37• 
Da demonstração do Lema temos o seguinte Corolário: 
Corolário 2.15 [33, Prop.l.l] 
Sejam n > O, F n-Hilbertiano e formalmente real. Então: 
i) D<p = P, V<p E P,F positiva definida. Em particular F é 
unicamente ordenado com P = D( 2" < 1 >). 
ii) D<p =F*, V<p E P,F indefinida sobre F. 
Proposição 2.16 [33, Teo.A] 
Sejam F um corpo e n > 1. Então F é n-Hilbertiano e formalmente 
real se e somente se [F* : RnF] = 2. 
Denwnstração 
Suponhamos que [F* : RnF] = 2. Então existe n-forma de Pfister 
não universal sobre F, senão RnF =F*. Como RnF C D<p, 'i<p E PnF, 
se 'P não é universal sobre F, então 1 < [F* : D'P] < [F* : RnF] = 2. 
Daí, 'P é ~-universal e F é n-Hilbertiano. Resta provarmos que F é 
formalmente real e para isto vamos mostra.r que RnF = D(2" < 1 >). 
De 1.49 RnF c D(2n < 1 > ). Seja a E D(2" < 1 > ). Se a (t RnF, 
por hipótese temos que F*= RnFUaRnF e existe 'P E PnF tal que 
<1,-a><p=ftO em WF. Dai para todo bEF*, b=--r ou b=-ar 
com r E RnF. Seja 'P =< < a1, ... , an >>E PnF. Se existe í, 1 < i < n, 
tal que a; = -r, então por 1.49 
<<-a>> 9 ::=< 1,-r ><< al, ... ,ai-bai+l,···,an,-a >·>=O E WF, 
(absurdo). Se a; = -ar;, i = 1, ... , n, de < r·; > 'P ~ <p, V<p E P,,F, 
implica que < -ar; > 'P =:::< -a > rp; V r; E RnF, V<p E PnF. Logo 
<<-a>> rp ~<< -a,aJ, ... ,an >>=:::<<-a, ... , -a>> 
=::: 2" < 1 > + < -a > 2" < 1 > = O E W F 
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pois a E D(2" < 1 >),(absurdo, novamente). Logo a E RnF e portanto 
R., F= D(2" < 1 > ). Como D(2 < 1 >) C D(2" < 1 >) C D<p para toda 
<p E PnF, por 1.47 tem-se que D(=) C RnF. Disto acarreta que F é 
formalmente real, senão -1 E D( =) e dai, V a E F*, 
., ? 
o.= ("!1 r- ("21 r E D(=) C RnF, ou seja, F'= RnF, contrariando 
a hipótese. 
A recíproca segue-se do Lema 2.14• 
Corolário 2.17 
Seja F um corpo formalmente real e n-Hilbertiano. Então F é 
m-Hilbertiano, para todo m > n. 
Denwnstração 
Seja <p E PmF definida sobre F. Então D<p C P, o que implica 
que RmF C P = RnF. Como RnF C RmF, temos que RnF = RmF, 
e portanto [F': RmFJ = 2• 
Definição 2.18 
Seja F um corpo formalmente real n-Hilbertiano. Se F nao 
é (n- 1)-Hilbertiano dizemos que F é n-Hilbertiano estável ou 
Hilbertiano estável de posto n. 
O seguinte Lema é uma construção feita em [32, pg. 217]. 
Lema 2.19 
Para todo q = 2m > 4, existe um corpo com q classes de quadrados 
Hilbertiano estável de posto 1. 
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Demonstração. 
Consideren1os rn números prirnos Pl, ... ,Pm tais que 
Pi = 1 (mod 4), i= 1, ... , n e mdc(pi + [Jj,]h · · · ''m) = 1, 
para todo i, j, 1 < j < i < m. 
Assim Jl! = 1 (mod 4), pode ser escolhido arbitrariamente. Suponhamos 
por hipótese de indução, que temos escolhidos p1 , ..• , Pm tais que 
Pi = 1(mod 4), i= 1, ... ,m e mdc(p; +pj,Pl···Pm) = 1 para todos 
1 < j < i < m e Pi = 1 (mocl Pj ). Pelo Teorema de Dirichilet existe 
um primo Pm+t tal que 
Pm+l = 1 (mod 4pl ... Pm) (*) 
Provemos que mclc(p; + p;, p, .. ·Pm+d = 1, para todos i,j com 
1 < j < i < m + 1, por redução ao absurdo. 
Se Pi + Pi, Pl ... Pm+l não são primos entre si, existe 1 < s < m + 1 
tal que p, divide Pi + P;. Por hipótese de indução, pelo menos um 
dos índices s ou i é igual a m + 1. De (*) Pm+t = I (mod PiPJ) e 
portanto PiPj < Pm+l, e Pi + PJ < 2p; < PiPj < Pm+l· Logo, s o/ m + 1 
e i = m + 1. Dai tem-se que PJ - -Pm+l (mod p,) (j o/ s) e, como 
Pm+l = 1 (mod p,), temos que PJ = -1 (mod p,). 
Assim, se j > s, por hipótese temos que PJ = 1 (mod p,), o que 
implica que 1 = -1 (mod p,) (absurdo). 
Se j < s tem-se Pi < p, o que implica que P; + 1 < p, (pois Pi + 1 
é par) e, como PsiPi + 1, ternos que Ps < Pj + 1 < p, que também é 
absurdo. 
Por A.6 existe urna extensão algébrica formalmente real 
F elo corpo 1/J dos números racionais tal que { -l,p1, ... ,Jlm-1} é uma 
2~-base do espaço vetorial Q(F). Como F é formalmente real, é claro 
que {p1, ... ,Pm-1} constitui urna 2~-base de P/ p:+--2 e~ conw Pi é 
sorna de 2 quadrados (pois p;- l (rnocl4)), isto implica C!Ue P =DF< 
l, 1 > . Assim P = DF < 1,1 >C DF( co) C P. Corno D(oo) C P 1, 
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para qualquer ordem P' (1.37), segue-se que P e a umca ordem de 
F. De mdc(p; +Pio lh · · · Pm-1) = 1 segue-se que na decomposição de 
Pi + PJ em fatores prirnos não ocorre os primos Pl ,pz, ... ,Pm-l, ou seja, 
p; + Pi = .1: 2 E F* 2 • Daí, Pi = :r2 - p; E D < 1, -p; >, para todos j f:. i, 
j =í, ... ,m-1. Como z2 +y2 =p;, isto implica que -1 = ('[;?-p;(~) 2 
pertence a DF< 1,-p; >.Dai p; = (-1)(-p;) E Dp < 1,--p; >,e como 
Dp < 1, -p; > é subgrupo de Q(F), temos que < 1, -p; > é universal 
para todo i= 1, 2, ... , m- 1. Por 1.49 Pi E R,F, \fi= 1, 2, ... , m- 1. 
Concluimos que P = R1F e [F* : R 1F] = 2. Por 2.16 F é 
1-Hilbertiarw e, como IQ(F)I > 2, pela Nota 2.3 F é estável de posto 1• 
Os dois exernplos seguintes rnostram que contrariamente ao caso de 
corpos 1-Hilbertümos, os corpos 2-Hilbertianos não determinam o número 
de álgebras de quatérnios a menos de isomorfisrnos, existentes sobre eles. 
Exemplo 2.20 [33, 1. 7] 
Os corpos F de números algébricos formalmente reais cum exatamente 
urna ordern são Hilbertianos estáveis de posto 2. 
Dernonstração 
Para toda 2-forma de Pfister 'P sobre F e, a E P segue-se que 
'P+ < -a > é indefinida de dimensão 5; logo isotrópica por A. 7. Isto 
equivale a dizer que a E D<p, \fa. E P. Logo P C D<p, \f<p E P2 F. Como 
D<p C P, para todo 'P E P2 F definida sobre F, temos a igualdade 
P = RzF. Pela Proposição 2.16, F é 2-Hilbertiano. Como corpos 
globais tem infinitas álgebras de quatérnios que não se fatoram, e 
corpos 1-Hilbertianos tern apenas uma álgebra de quatérnios que nao 
se fatora, segue-se que F é Hilbertiano estável de rank 2• 
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Exemplo 2.21 [33, 1.8] 
Existe um corpo 2-Hilbertiano estável com 4 álgebras de quatérnios. 
Para mostrar a existência de tal corpo, vamos lançar mão dos esquemas 
de formas quadráticas desenvolvidas no apêndice. Por A.35, existe um corpo 
J( tal que E(K) é E-isomorfo a E(F:1((X))) x E(!R). (Aqui ~significa 
isornorfisrno de esquemas e R é o corpo dos núrneros reais). 
Considere as formas <po =<< 1, -1 > >, <p1 =< < 1, X > > sobre 
F3((X)) e 1/Jo =<< 1,-1 >>, 1/;1 =<< 1,1 >>sobre IR. Por A.27, as 
formas q 1 , q2, q3, q4 sobre K, que correspondem a <po x ·lj;0 , <p1 x .Po, 
'Po x ~''• 'Pl x .P1 via o E-isomorfismo acima, não são isométricas sobre 
K e são as únicas quatro 2-formas de Pfister a menos de isometria, ou seja; 
existem apenas 4 álgebras de quatérnios, a menos de ismnorfismos, sobre f{. 
Corno corpos 1-Hilbertianos admitem apenas duas álgebra.' de quatérnios, 
a menos de isomorfismos, J( não é 1-Hilbertiano. Por A.33, f( é um corpo 
formalmente real. Se q E P2K, então, via o isomorfismo de esquemas dito 
acima, q ~ 'Pi x ,Pj, i,j =O ou 1, e como toda forma de dimensão 4 sobre 
F3((X)) é universal, por A.26 segue-se que J( é 2-Hilbertiano estável• 
A seguinte Proposição é necessária para o que se segue. 
Proposição 2.22 [33, Prop.1.4] 
Seja F Hilbertiano estável de posto n, n > 1. Então 
W,FninFf-{0} e W,FnJ"+lF={O}. 
Demonstracào 
Ternos que demonstrar primeiramente que existe <p E P,,F indefinida 
e não hiperbólica sobre F e que toda 1/J E Pn+lF indefinida é hiperbólica 
sobre F. 
Se n - 1 e toda l-forma de Pfister indefinida sobre F é hiperbólica, 
então < 1, -a>~< 1,-1 > Va E P. Por 1.30aii a E F*", Va E P. Logo 
Q(F) = {1, -1} e F é zero-Hilbertiano (absurdo). 
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Se n > 2 e toda n-forma de Pfister indefinida sobre F é hiperbólica, 
então 'P =<< -a,a2, ... ,an >>=O em WF, 'ia E P, 'ia; E F*. Por 
1.49 segue-se que PC Rn-lF. Como Rn_ 1F C RnF = P implica que 
Rn-lF = R,F = P. Daí, [F' : Rn-tF] = 2 e como n- 1 > 1, por 
2.16 vem que F é (n- 1)-Hilbertiano, que é contra a hipótese feita. Logo 
W1Fnf"F # {0}. 
Finalmente seja ·lj; =<< bt, ... ,bn+l >>E Pn+l indefinida sobre F. 
Então existe b; = -r, 1 < i < n + 1, com r E P = R,F, (por 2.14). Por 
1.50, 1/J =O em W F, ou seja, 1/J é hiperbólica, por 1.45i• 
Para finalizar este capítulo, provemos que existem corpos 
F n-Hilbertianos (estáveis, se os corpos forem formalmente reais) com 
IQ(F)I = 2m para l < n < m- 1. Esta obstrução sobre n existe no caso 
não formalmente real devido a 1.52, pois se F é n-Hilbertiano existe 
'P E P,F ~-universal. Tomando a \i! D'(), temos que < < -a > > 'P é 
anisotrópica de dimensão 2n+l. Assim 2"+1 < u(F) < IQ(F)I = 2m. Se 
F é n-Hilbertiano estável, pela Proposição 2.22 temos que 2" < u(F) e 
como F admite no máximo 2 ordens por [10, Coro!. 3A] temos que 
u(F) = ~IQ(F)I. Logo, em qualquer caso n < m-1. 
Teorema 2.23 [33, Teo.3.2] 
Sejam m, n inteiros positivos tais que n + 1 < m. Então existem 
corpos F n-Hilbertianos, c(F) # 2, (estáveis se F for formalmente real) 
com IQ(F)I =2m. 
Demonstração 
Façamos por indução sobre m 
Se m = 1, então n = O, o que implica que Q(F) = {1, s }, e o 
resultado segue. 
Param= 2, n = 1 e para o caso formalmente real, o Lema 2.19 garante. 
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Para o caso não formalmente real, ([J P (o corpo dos inteiros i· acionais 
p-ádicos, p # 2) serve. 
Admitimos a existência de corpos F n-Hilbertianos (estáveis, se os 
corpos forem formalmente reais) com IQ(FJI = 2"', 1 < n < m- 1, para 
m > 2 e provemos que existe corpo F n-Hilbertiano (estável, se F for 
formalmente real) com IQ(F)I = 2m+1, para cada 1 < n < m. 
Consideremos um corpo F não formalmente real n-Hilbertiano com 
IQ(F)I = zm, 1 < n < rn- 1, que existe por hipótese, e F' um corpo 
finito, c( F') # 2. Como toda forma quadrática de dimensão 2 ou mais 
sobre F' é universal, por A.26 e A.35 o corpo ]( tal que E(K) C:: 
E( F) X E( F') é n-Hilbertiano, com zm+l classes de quadrados, e não for-
malmente real (A.33.a,c). Para concluir o caso não formalmente real, basta 
exibir um corpo m-Hilbertiano não formalmente real com zm+l classes de 
quadrados. Mas por hipótese, existe um corpo não formalmente real F 
(m -- 1)-Hilbertiano com zm classes de quadrados. Por A.36, o corpo 
K = F((X)) realiza o esquema potência E(F)T = (gF,-lF,dF)T onde 
T = {1, t}. Por A.34a e c, K tem 2m+1 classes de quadrados e não é 
formalmente real. Seja rp =<<a,, ... ,am >>E PnK. Se a,= b,X, 
a2 = b2X, com b,,~ E F', temos que<< a,,a2 >>=<< a1a2,a2 >> e 
segue-se que <p =< < b1b2 , ... , arn >>, ou seja, podernos considerar 
i.p =<< c1, ... ,çm-l,am >> corn Ci E F*, i= l, ... ,m -1 e amE F* 
ou am = CmX, Cm E F*. 
No primeiro caso rp é universal sobre F e portanto ~-universal 
sobre K pois Q(K) é um grupo isomorfo a Q(F) x {~,X} (A.34). 
No segundo caso D K'P = J(' se rp é isotrópica, senão 
(por A.31b) e se << C1, •.. ,c,_1 >> for universal sobre F, <pé universal 
sobre K; e se < < c1, ... , Cm-1 > > for ~-universal sobre F, <p é ~-universal 
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sobre K, ou seja, K é m-Hilbertiano. 
Para o caso formalmente real consideremos F um corpe n-Hilbertiano 
não formalmente real com 2m classes de quadrados. Então toda ( n + 1)-
forma de Pfister sobre F é universal e devido a A.35 e A.26 existe um 
corpo (n + 1)-Hilbertiano K tal que E(K) =: E(F) x E(IR). Considere 
'P E PnF com D F'P f' F' e 2n < 1 >E Pn!R. Então D( 'P x 2" < 1 >) tem 
índice quatro sobre Q(F) x Q(IR) e portanto K não é n-Hilbertiano. Por 
A.33a e c, segue-se que K é (n + 1)-Hilbertiano estável com 2m+1 classes 
de quadrados. O exemplo 1.19 garante que existe um corpo 1-Hilbertiano 
estável com zm+l classes de quadrados e o teorema está provado• 
Proposição 2.24 
Existem infinitos corpos F n-Hilbertianos n > 1, com radical de 
Kaplansky R 1F, não trivial. 
Demonstração 
Seja F5 um corpo com 5 elementos. Como toda form<1 binária sobre 
F5 é universal, temos que R1Fs = Fs. Daí IR1Fs/F5'2 I = 2. Assim 
se F é n-Hilbertiano, considere o corpo K dado por A.36 tal que 
E(K) ~ E(F5 ) x E(F). Como toda 'P E PnFs, n > 1, é universal, por 
A.26 K é n-Hilbertiano e por A.33b IR1K/K'2 I = 2IRJF/F*2 1. Logo 
R1J{ não é trivial. Considerando K em vez de F, obtem-se outros 
corpos n-Hilbertianos de radicais não triviais• 
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CAPÍTULO III 
2-EXTENSOES DE CORPOS n-HILBERTIANOS 
Seja F o 2-fecho de F(= fecho quadrático de F) isto é, o corpo contido 
em um fecho algébrico tal que todo polinômio separável de grau 2 
sobre F tem raiz em F. Portanto F é urna extensão algébrica de 
F e toda extensão Galoisiana finita J( /F está contida em F se c 
somente se [K : F] é uma potência de 2. 
Uma 2-extensão de F é um corpo K, tal que F C J( C F. 
Neste capítulo vamos estudar as 2-extensões de corpos n-Hilbertianos. 
Se [( é uma 2-extensão de um corpo n-Hilbertiano F, daremos condições 
necessárias e suficientes para que K seja n-Hilbertiano. O objetivo prin-
cipal é a demonstração do seguinte Teorema, que generalizr; [19, Teo.lii e 
Teo.2], para o caso de corpo F de característica igual a dois. 
Teorema 3.1 
i) Sejam F um corpo n-Hilbertiano, c( F)# 2 e H um subgrupo 
multiplicativo de F'. Então [( = F( VH) é n-Hilbertiano se e somente 
se F é não-real, [H: (H n F'2 )] < oo e H n RnF c F* 2 . 
ii) Sejam F um corpo n-Hilbertiano, c(F) = 2 e H um 
subconjunto de F\(F2 U RnF) tal que para todos a~, ... , am E H, 
tem-se: 
a; !f. D( <<a,, a2 .... , a;_,, Oi+l• ... ,am >> \ < 1 >) + hF). Então 
[( = F(h- 1(H)) é n-Hilbertiano se e somente se IHI < oo. 
Aqui < < a,, ... , am > > \ < 1 > significa a forma bilinear q' sobre F 
tal que < < a,, ... , am > >=< 1 > +q'. 
A demonstração deste teorema se encontra depois do Corolário 3.17 e 
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será feita por indução sobre o número de elementos distintos de H módulo 
.F* 2 se c( .F) i= 2, ou sobre IHI se c( .F) = 2 e por isso precisaremos provar 
o teorema para J( = F(yla), c(.F) i= 2 ou J{ = .F(h- 1(a)), c(.F) = 2. 
Para isto vamos precisar de uma série de resultados sobre o comportamento 
de formas de Pfister, seus grupos de valores, radical de Kap!ansky e outros 
sobre o corpo F e suas extensões quadráticas J(, quando a E RnF ou não 
e .F é formalmente real ou não. 
Notação - As extensões quadráticas .F( yla), a E .F' \ .F*2 se c( .F) i= 2 
e .F(h-1 (a)) para a E .F\ h.F se c(.F) = 2 serão denotadas por 
K = F[a], quando se tratar de resultados independente da característica. 
Eventualmente poderá ser usada quando a. característica for mencionada. 
A.8 mostra como são as n-formas de Pfister sobre urna extensão 
quadrática separável de F. Comecemos com 
Lema 3.2 
Suponhamos que F é n-Hilbertiano, Pn+lF = {0, rf; }, K = F[a]. 
Então, 
i) Se a E Rn.F então cj; é anisotrópica sobre K. Além disso, 
se c(F) i= 2 e </J E Pn.F, z E K* com </J << -z >>E Pn+!K, K-
anisotrópica.então rfJK ~ </J << -z >>se e somente se nK;P(z) E DpVJ. 
ii) Se a f/: RnP, cj; é hiperbólica sobre K (isto é: i*(J"+l.F) ={O}). 
Demonstração 
i) Se <PK = i*(cj;) fosse hiperbólica sobre K, por 1.19 teríamos 
cj; = q < 1, -a > (resp. cj; = g[1, a], se c( F) = 2), sobre .F. 
Se c( F) i= 2 para 'P =< 1, -a > em A.15 temos que 1 E Dq e 
daí cj; =< 1, -a,, .. > . Cancelando < 1 > vem que -a E Dcj;' (ver 
1.43). Por 1.45i podemos tomar q E PnF e como a E Rn.F vem que cj; 
é F-hiperbólica (absurdo). 
46 
Se c(F)=2 <f>=q[1,a]=<a1 >[1,a]+ .. ·+<ak>[1,a]. Como 
0\ representa 1 existe a1, 1 < j < k tal que 1 E D < aj > [1, a] e como 
D[1, a] é subgrupo de F* vem que aj' e portanto aj E D[1, a], ou seja, 
< aj > [1, a] "' (1, a]. Por 1.45ii podemos considerar q =< < a 1 , ... , an > > 
(isto é, uma n-forma bilinear de Pfister). Mas como a E RnF vem que 
<P é F-hiperbólica, absurdo. 
Se c(F) i= 2, suponhamos que <P :::: 1j; << -z >>, 'f; E PnF. Por 
1.17 tern-se que s*cf; = 'lfJs* < 1, -z >, ou seja, O = 'lf,s* < 1, -z > 
(por 1.19). Por A.4 temos que O= ·tj; < 1, -n1,;F(z) > em WF. Logo 
"·f(/F(z) E DF,P, por 1.43 e 1.32. Reciprocamente, se nK;F(z) E Dp,P, 
por A.5 temos que z =em com a E F* e u E Dg>/J. Como < u > 1j;:::: 1j; 
sobre K, segue-se que < 1, -z > 1j; =< 1, -au > 1p ~< 1, -a > ·~; 
é K-anisotrópica. Logo < 1, -c> > 1j; é F-anisotrópica e portanto 
J;""' tjJ < 1, -o:> . 
íi) Se a 'f RnF, por 1.49 existem a" az, ... , an E F* tais que 
<< a1, ••. an,-a >> (resp. << a!,···,an,a]]) é F-anisotrópica. Por 
hipótese, 4; ,-,.;<< a1, ... ,an, a >> (resp. ,.....,<< a1, ... , an, a]]). Como 
a E 1(* 2 ( resp. a E hK) segue-se que <P é J( -hiperbólica, ou seja, 
O= <f>g =i*( c/>). Daí i*(Jn+lF) = {0}• 
Corolário 3.3 
Sejam F n-Hilbertiano e a E RnF. Então K = F[a] nao • e n-
Hilbertiano. 
Demonstração 
Para c( F) i= 2 ver [19, Lema 4.4] 
Se c(F)=2,sejam Pn+!F={O,</>} (verTeorema2.7), K=F+Ft 
com t 2 +t+a=0 e <P=<<a!, ... ,an,blJ. Devido à 1.17 e 1.21 
s*(<< a1, ... ,an,bt]]) =<< a1 , ..• ,an >> s.[l,bt] =<a> <P e, como cjJ 
é universal, por 1.43 temos que < a > <f ~ <f. Portanto 
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<< a1, ... ,an,bt]] é K-anisotrópica e como s.(i*(o/)) =O, segue-se que 
i*(o/) e << a. 1 , ... ,a.n, bt]] não são K-isométricas. Devido a 3.2i e 2.7 
K não é n-Hilbertiano• 
Corolário 3.4 (19, Corol. 2.9] 
Sejam F um corpo formalmente real, n-Hilbertiano e K = F[a.J. Se 
a 1/: RnF, então Pn+lK = {0}. Em particular J( não é n-Hilbertiano. 
Demonstração 
Seja '-~' =<< a.1 , ... ,an,z >> uma (n+1)-forrna de Pfíster qualquer 
sobre K. Então, aplicando o transfer s., obtemos: 
s.,P =<<a,, ... ,an >> < 1, -nK;F(z) >= 
=<<a,, ... ,an >>< 1, -(ex'- af32 ) >. 
Como a, -11/: RnF, por 2.16 temos F*= RnF U aRnF = RnF U -RnF. 
Logo -a. E RnF = D(co) e daí "KfF(z) = a 2 - af32 E D(co) C RnF, ou 
seja: s, 1ÍJ = O, por 1.50. Logo ,P = i* ( 'P) e por A.3i podemos considerar 
'P E Pn+lF. Agora, usando 3.2ii, tem-se que ,P =O. Logo Pn+lK = {O} 
e pelo Teorema 2.7 K não é n-Hilbertiano• 
Pelos Corolários 3.3 e 3.4 resta estudar o caso de F n-Hilbertiano nao 
formalmente real com a E F*\ RnF. Para isto precisare11.1os de alguns 
resultados preliminares. 
Proposição 3.5 Sejam F um corpo, c( F) f 2, e I(= F[a]. Então 
RnFUa.RnF c RnKnF*. 
Demonstração 
Ver [19, Corol.2.6]• 
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Proposição 3.6 
Sejam F um corpo n-Hilbertiano de c( F) i' 2, a E F'\ R,F e 
K=F(,jã). Então para toda </JEP,F, temos DK?nF'=F*. 
Dernonstração 
Ver [19, Prop.3.2]• 
Como consequêncía irnediata do principio da norma temos: 
Corolário 3. 7 
Para F e J( nas condições anteriores, x E J(• e <P E PnF, temos 
que :r E Dg<j; se e somente se nK;F(x) E DF?· 
Lema 3.8 
Sejam F um corpo n-Hilbertiano, não real e a E F'\RnF, ]( = F[a] 
i) [Compare com 19, Lema 3.5] Sejam c( F) i' 2 e ·lj; uma n-forma 
de Pfister fixada. Se 1/J < < - z > > é J( -anisotrópica então existem 
exatamente 2 classes de isometrias de formas 1/• < < - z > >, para todo 
z E K. 
ii) Sejam c( F)= 2, 1/J urna n-forma bilinear de Pfister fixada sobre F. 
Se 'lj;[1, z] é K-anisotrópica, para algum z E]( então existem 2 classes 
de isometrias de formas 1/;[1, z], para todo z E K. 
Demonstração 
De fato existem (n + 1)-formas de Pfister anisotrópicas sobre K. 
Se c( F) i' 2, por hipótese existe 4• E PnF tal que < 1, -a > 1/J é 
anisotrópica sobre F. Pelo princípio da norma (A.5), e Corolário 3.7 
< 1, -,fã> 1/J é K-anisotrópica. 
Se c( F) = 2, seja K =F+ Ft, t2 + t =a E F. Como existe 'lj; 
n-forma bilinear de Pfister sobre F tal que 1/;[1, a] é F-anisotrópica, 
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então por 1.17ii c 1.21 temos que s,(,P[1,at]) = 't,l,s,([lat]) = \!i[1,a], 
Logo ~b[l: at] não pode ser J(-isotrópica. 
Fixemos -ljJ =<< a1, ... ,an >> sobre F tais que existein z1 ,z2 E f( 
com '<i'<< -z; >> (resp. 1Í'[1,z;]) E-anisotrópicas, i= 1,2. 
a) Se c(F) # 2, n(zi), nK;F(z2) r/c DFtf>, devido a 3.7 e 1.44. Como 
F é n-Hilbertiano, nK;F(z1z2) = nK;F(zi)nK;F(z2) E Dr'tP· Pelo Co-
rolário 3.7 z1z2 E DK1/1, 
< -Zl > 1/> ~< -z2 > lj>. 
b) Se c( F) = 2 e 
ou seJa, < z1z2 > 1/' ':::: ti', o que implica que 
D • , ~ .I m << -z1 >> 'lJI =<< -.::z >> '!-'· 
s,( 1/>[1, zi]) = O, por 1.19 existe uma forma 
quadrática q sobre F tal que 1/J[1, zi] = i"(q). Por A.3ii podemos 
considerar q E Pn+ 1F. Pelo Lema3.2ii tem-se que t,0[1, z1] =O, (absurdo). 
Então s,(t,0[1, zi]) = s,(l/{1, zz]) = ,P, onde Pn+!F = {0, r/J}. Assim O= 
<P-<P = s,(1/1[1,zl])-s,(4'[1,z2] = s,(1/'([1,z1]+[1,z2])) = s,(1/J[1,zl +z2]), 
por 1.30b. Novamente por 1.19 e A.3ii, ?[1, zi]- </![1, zz] = i*( p), para 
'f' E Pn+!F, e pelo Lema 3.2ii temos que 'tP[1, zi] ~ 1/J[l. zz] • 
Teorema 3.1a 
Sejmn F um corpo n-Hilbertiano e J( F[a]. Então K é n-
Hilbertiano se e somente se F é não real e a r/c RnF· 
Dernonstração 
( =?) Segue dos Corolários 3.3 c 3.4. 
(-?=) Pelo Lema 3.8 existem (n + 1 )-formas de Pfister J( -anisotrópicas. 
Pelo Lema A.S duas (n + 1)-formas de Pfister sobre K são do tipo 
·</; = qJ; < 1, -z; > (resp. ,P; = 0;[1, z;], se c( F) = 2), i = 1, 2, com r/J; 
n-forma (bilinear, se c(F) = 2) de Pfister sobre F e :; E K* (resp. 
Z; E K). 
Consideremos 4'i K-anisotrópicas i= 1, 2. 
Se n =O, então cf;; =< 1 > e neste caso basta repetir a prova do 
Leina3.8para obter -ljJ1 rv7j12. Se n>l,seja <Pi=<<aJi, ... ,ani>>, 
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:Y·i =< < a2'i, ... ) aní > > ( Yi =< 1 >, se ·n = 1) e rnostremos que 
podernos considerar a 11 = a 12 trocando convenienternente o elemento 
Zi. Para isto definirnos 
v;= u{(Dx<p; <<-f z; >>)nF', f E F'}, i= 1,2, se c(F) # 2; 
Vi= U{(DK<p;[1,f + zi] n F*, f E F}, i= 1,2, se c( F)= 2. 
Se c( F)# 2, pelo princípio da norma (A.5) temos a equivalência: 
b; E Vi ~ << -b; >><< -fz; >> <p; =O em WK, para algum 
f. F' 3.6eA.5 (. f ) I O !VF . E ' ~ << -nK/F- z; >><< -.>; >> 'Pi = em • , para 
algum f E F' ~ b; E Dp << -nK;F(-fz;) >> <p;, para algum 
f E F*, ou seja, l~ = Dp<p; << -nK;r(z;) >>. 
Se c( F)= 2, sejam J( =F+ Ft, t2 + t =a e t(z;) o traço de z;. 
Se b; E v; então b; E DJ,'P;[1, f+ z;j para algum f E F, o que implica que 
q; =<< b; >> <p;[1,f+zi] =O em WJ{, para algum f E F. Por 1.17 e 1.21 
tem-se: O= s,q; =<< b; >> <p;([1, f+<>;]+< a> [1, f+ n; + !3;]) E WF, 
onde Zi = O:i + l3iz. Daí 
O=<< b; >> <p;[1,f +ai]+<< b; >> <p;[1,f +a;+ ;3;], pois sendo 
F n-Hilbertiano e não formalmente real, toda <f: E PnF é universaL Disto 
segue-se que O=<< b; >> <p([1,f +a;]+ [1,f +<>; +;3;]), e por L30b, 
O=<< b; >> <p;[1,t(z;)] em WF. Logo b; E Dp<p;[1, t(z;)]. 
Reciprocamente, se b; E Dp<p;[1,t(z;)] então O=<< b; >> <p;[1,t(z;)]. 
Portanto O = s,(q;), e por 1.19 segue-se que q; = ·i*(c;b), onde c;b é 
uma forma quadrática sobre F, e por A.3ii podemos tomar J; E Pn+JF. 
Usando o Lema 3.2ii, tem-se q; =O. Logo b; E DK'?;[1, f+ z;] para 
algum f; E F, ou seja, b; E 1/;. Em resumo: 
v;= Dp<p; < 1,-nK/F(z;) >, se c(F) # 2 e 
Vi=DF'?;[1,t(z;)], se c(F)=2 
Se -a,; E v; então -ali E DF''Pi < 1, -nK;r(zi) > (se c( F)= 2 
-a1; E Dr<p;[1,t(z;)]). Daí <<ali>> 'Pi < 1,-nK;F(z;) >=O 
(resp. << a 1; >> <p;[l,t(z;)] = 0). Isto implica que nK;F(z;) E Drc/>; 
(resp. s,(c/>;[1, z.;]) = 0). Pelo Corolário 3.7, 1/.•; =O (resp. por 1.19, 
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' ,, ( ) 1/!i = l ' q . Mas por A.3ii, q E Pn+lF e pelo Lema 3.2ii, </!; = O) 
absurdo. Então -a1; ri. J;;, i = 1, 2 e corno F é n-Hilbertiano vi 
são subgrupos de F' de índice 2. Se V1 = V2 = v· temos que 
1lu1lt2 = (-au)(-a!2) E V e portanto a11a12 E DK'Pl << -ftz, >> 
(resp. aua12 E DK'P1[1,ft + z,],) para algum f, E F' (j, E F). Isto 
equivale a \"J << -j,z1 >> ~ < a 11a 12 > 'Pl << -j,'C1 >> ( resp. 
<pi[1, f,+ zi] ~ < aua12 > 'Pdl, h+ z,]), ou seJa, 
< au > 'Pl <<- j,z, >>~< a12 > 'Pl <<-/ 1z1 >> (resp. 
< au > 'Pl [1, h + z,] é:< a12 > <p,[1, h + z,]). Daí, 
<< a11 >> 'P1 < 1,- / 1z, >é:<< a1z >> 'Pl < 1,- j,z1 > 
e <<nu >> )7,[1, h+ zi] é:<< a12 >> 'PI[1, h+ z,], 
respectivamente para c( F) I 2 e c( F) = 2. 
Se Vi f Vz, ternos que au vl n a,zVz I</> (pois [F' :V;] = 2) e 
podemos escolher b E a11 Vi n a1zV2 . Assim alib E DK'Pi << -f;z; >>. 
para algum f; E F* (resp. alib E DJ{<p;[l, f;+ z;], para algum f; em 
F). Isto significa que '?i<< -f;z; >> ~ < alib >'?i<< -f;z; >> 
e daí <ali > 'Pi << - f;z; >>é:< b >'?i << - f;z; >>. (Do mesmo 
modo < ali > )7;[1, f;+ zi] "" < b > <p, [1, f; + z;], se c( F) = 2). 
Somando )7; << -f;z; >> (resp. <p;[1,/; + z;]) obtemos: 
<< a 1; >>'?i< 1,-/;z; >é:<< b >> <p; < 1,-/;z; > 
e<< ali>> <p;[l,/;+z;] ~<< b>> <p;[l,/;+z;], 
respectivamente para c( F) I 2 e c( F) = 2. 
De (*) e ( **) concluímos que podemos considerar a 11 = a1z = c1 
e 1./-'i :::=<< cl,a2í, ... ,ani 1 -hzi >> para algum fi E F*, (resp. 'tÍJi "'-' 
<< c1 ,a2;, ••. ,an;,J;+z;]], para algum f; E F). Repetindo o raciocínio 
com os outros <lji, j = 2, ... , n, i = 1, 2, obtemos c2 , ... , Cn E F* e 
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g; E F* (resp. g; E F) tais que '1/•; ::::::<< c,,c2, ... ,c,,-g;z; >> (resp. 
1/Ji :::< < CJ., ..• 1 C-n_, g.i + Zj]].) 
Como ·V•t c ''P2 são anisotrópicas sobre K, pelo Lema 3.8 tem-se que 
4:, ~ ·1/:2- Logo J( é n-Hilbertiano • 
Corolário 3.9 
i) Sejam F um corpo com c( F) ;l 2, a E F* \F .e. Se J( = F( yla) 
é n-Hilbertíano, n. > O, então a~ R,F. 
ii) Sejam F um c01po com c( F)= 2, a E F\ hF. 
Então J( = F(h- 1 (a)) é n-Hilbertiano se e somente se F é 
n-Hilbertiano e a rf R,F. 
Dernonstraçào 
i) [19, Lema 4.4]. 
ii) Seja. P,+lK = {0, ,P} e provemos que F é n-Hilbertiano. 
Sejas: J(-+ F, 8(o+f!z) =a. Por1.17e 1.21, s, << c,, ... ,c,_r,cnz]] = 
=<<cJ, ... ,c,]] e portanto s,IInJ(:J"J(-+J"Fésobrejetor. 
Se P,+lF = {0}, devido a 1.19 existe uma forma quadrática q, sobre F 
tal que ·,P = i'(<P) e por A.3ii podemos considerar qJ E P,+lF = {0}. Logo 
,P = O em W K (absurdo). Consideremos </Jr, <!>2 E P,+l F anisotrópie<hs. 
Como s,(J"+l]() = J"+ 1F, existem formas de Pfister q1 ,q2 E J"+l]( 
tais que s,(q;) = ç,;, i = 1, 2. Como ,P; são F-anisotrópicas, q; são 
E-anisotrópica.s e como J( é n-Hilbertia.no, pelo Teorema 2.7 temos que 
qi = lj1. Logo cp 1 ~ s,(,P) :::::: cp2, ou seja, P,+lF = {0, cpi}. Pelo Teorema 
2.7 F é n-Hilbertiano, e pelo Teorema anterior a ~ RnF• 
Lema 3.10 
Sejam F um corpo n-Hilbertiano, c( F) = 2, a E F\(F2 U hF), e 
K=F(h- 1(a)). Então R,KnFcR,FU(aF2 +hF). Além disso, se 
a ~ R,, F então RnF U (a+ R,,F) C R,K n F. 
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Denwnstração 
Vamos mostrar primeiro que R,F U (a+ RnF) C R,K n F, quando 
a !f_ RnF. Como a E hK C RnK basta mostrar que RnF C R,E. Seja 
b E RnF e 7J' =<< Yt, ... ,yn,blJ E P,K. Por 1.17iii e 1.20, 
s,4, = (s, << !Jt, ... ,y, >>)(l.b] = (< 1,-a,··· >)[1,b], e devido a 
1.45ii, temos que s,,P =<< b,, ... ,bn,blJ =O, b; E F'. Por hipótese 
s,</J =O e por 1.19, temos que 1/J = i'<p, para alguma forma quadrática 'P 
sobre F. Por A.3ii podemos considerar 'P E P,F e como a !f. R,F e F é 
n-Hilbertiano existem a1, ... ,an E F* tais que <p ""<< ab ... ,an,a]J. 
Como a E hK, ,;, = i'<p é hiperbólica sobre K, ou seja, b E RnK n F. 
Provemos agora que RnK n F c RnF U (aF2 + hF). 
Sejam K=F+Fz com z2 +z+a=O e bERnKnF. Então 
<< z1 , ... , z,, b]] = O em W K, Vz; E J(* (1.49). Em particular 
qn =<< a 1 , ... , an_1 , anz,b]] =O, para qualquer ai E F*. De 
< 1, anz > [1, ú] = < 1, aan + a.,z2 > [1, b], por A.16 segue-se que 
< 1, anz > [1, b] = < 1, ana > [1, b + bz] + < 1, On > (1, bz]. Logo 
qn =<< a1, ... ,an-1., ar1,a,b+bz]]+ << a1, ... ,an-l,an,bz]] =O. Assim 
se btf:RnF, existeaiEF*, i=l, ... ,n, tais que a=<<aJ, ... ,an,bJJ 
é F -anisotrópica. Considerando estes ai ern qn e aplicando a qn o 
transfer s,; devido ao Teorema 1.17 e Corolário 1.21, temos que; 
O=<< a1, ... , an-1 1 ana >> s*[l, b+bz}+ << a1, ... , an-1 1 'Ln >> s*[l, bz] 
O=<< a,, ... ,a,_,,ana >>((1,b] + (a)[1,b+b]) + 
+ << a,, ... ,a,_,,an >> ([1,0] + (a)[1,b]), 
OU SCJa: 
O=<< a1, ... ,a,_1 ,a,a >> [1,b] + cr em IVF (pois aCT ~ CT). Então 
< < a 1 , ... , aan > > [1, b] ~ cr sobre F. 
Seja a;=<<a,;, ... 1 ai-t,ai+l, ... ,an,bJJ, i=l, ... ~n. Então 
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O'n+ < aan > O'n::::::: un+ < an > O"n. Cancelando O"n e rnultiplica:ndo por 
< an > obtemos <a> O'n,....., an, ou seja, a E DO'n. 
Se n = 1, a E D[l, b]. Se n > 2, 
qi =<< ai, ... ,ai-l,aiz,a.i+l:···,an,bJl, 
repetindo o raciocínio para 
' = 1, ... , n- 1, obtemos que 
a E Da;, i= 1, .. .,n. 
Para 1 < i < j < n, deJiotemos u;,j por 
D"·i,j =<< at, ... ,ai-l,ai+l, ... ,aj-l,aj+l,···,an >> e O'i,j por 
a-i,J = ai,J · [1, bJ e rnostremos que a E nl<i<J<n Dai,J· 
- -
Observemos que sendo c(F) = 2, F é um F 2-espaço vetorial e 
D[1, b] são F 2-subespaços vetoriais de F, se reunirmos 
com {0}. 
Como Dum= D(am · [1, b]) = Dam · D[l, b] (ver Def.1.6), temos que 
a= y1 v1 +ajy2 v2 E Da;, com y, E Da;.j, v, E D[l,b], 8 = 1,2, po1s 
O'i = ai,j · [l,b] + aJO'i,j · [I,b]. Do mesmo rnodo, a= :r1u1 + aix2·u2, com 
x, E Da;.j, n, E D[l,b], 8 = 1,2. 
Igualando os valores de a e trocando y1 v1 ele membro, obtemos: 
po1s )}!V1 + :r1u 1 pertence ao F 2-subspaço vetorial Da:,j C Daj. Assim 
pois DaJ é subgrupo ele F'. Então, a =< 1, aJ > aJ ~ IJ em vV F, o 
que é absurdo pela hipótese feita. Então, y2 v2 =O e a= y1v1 E Da;,j, 
para todo i,j, 1 <i< j < n. 
Do mesmo modo, prova-se que a E Da;,j,k e repetindo o raciocínio 
algumas vezes, obtemos a E D[1, b). Dal a = a2 +ap + bp2 e, como p f- O 
por hipótese, b = a(~ J2 + ( ~ J2 + ;J E aF2 + hF. Isto conclui o Lema• 
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Exemplo 3.11 
Sejam L um corpo finito. F = L((X, Y)) e a = p + x-1 , onde 
,S" = {O,p}. Vamos mostrar que a satisfaz as condições de Lema 3.10. 
Pelo Corolário 2.13, F é 2-Hilbertiano, com if• =< < X, Y, p]] a 
única 3-forrna de Pfister anisotrópica sobre F. Se a pertencesse a F 2 , 
como p E K 2 e c( F)= 2 ocorreria que x- 1 , e portanto X, sena um 
quadrado etn F. Considerando a valorização ~Y -ádica sobre F 1 teríamos 
1 =v( X) E 2f,, absurdo. Temos também que a. rf; R.nF; caso contrário, 
<<X, Y,a]] =O e daí por 1.30b if• =<<X, Y >> [1,X- 1] em WF. 
Como X E D[1, x- 1 ], tem-se que ·</; = O E W F, absurdo por hipótese. 
Logo a rf; R.nF e, em particular, a rf; hF. Assim, J( = F(h- 1 (a)) está 
nas condições do Lerna anterior• 
Notação 3.12 
Paraurncorpo F cmn c(F)=2 e qm=<<a1 , ... 1 am>> uma 
forma bilinear de Pfister sobre F, denotemos por qm \ < 1 > a forma 
bilinear q' sobre F tal que q,n =< 1 > +q'. Na literatura, no caso 
c( F) # 2, a forma qm \ < 1 > recebe o nome de vizinhança de Pfister de 
q. 
Corolário 3.13 
Sejam F um corpo n-Hilbertiano, c( F)= 2 e a 1 , ... , am E F\(F2 U R.nF), 
tais que a; !f. D(<< al, ... ,a;-r,ai+l, ... ,am >> \ < 1 >) + hF. Se 
I(,n = F(l>-1 (a1 , ••. , a,)) então R.nKm n F C 
C R.nFU(DF(qm\ < 1 >)+hF). 
Dernonstração 
O caso m = 1 é dado pelo Lema. 
Suponhamos válido para todo corpo Km-l, m- 1 > L nas condições 
da hipótese e seja Km =F(h-1 (alo ... ,a,)) com F n-Hilbertiano e 
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a; E F*, i= 1,,,,, m, nas condições da hipótese. 
Sejam Km = F(lt- 1 (a!))(h- 1 (a2 ,,.,am)) e K 1 = F(h- 1(a!)). 
Pelo Teorema 3.la K 1 é n-Hilbertiano e de F n Kf = F 2 temos que 
a2, ... , flm ~ I\f. Deste fato: mais a hipótese feita sobre os a .. ~ i = 1, . .. , rn, 
temos que a; rf, Kf U Rnií'1 • Entã,o para usarmos a hipótese de induçáo 
precisanws 1nostrar que J(1 faz o papel de F e para isto resta rnostrar que 
a; r/. DK,(<< a2,,,.,a;-J,ai+l,,,,,am >> \ < 1 >) + hKt, 2 <i, 
Ocorre que se a; E D K, ( < < a2, , , , , a; -1, a;+l, , , , , am > > \ < 1 >) + h!( 1 
então: 
a;= a2(<>2 + /hz? + a3(rx3 + ,83zj2 +,,, + a.;-t(<>i-1 + Pi-lz)2+ 
+ai+! (<li+t + Pi+tz)2 + · ·, +a2a3,,, am(<>,, + ;3,,z? +(a+ Pz)" +(a+ .{Jz). 
Desenvolvendo esta expressã.o 1 encontramos: 
a;=(<< a2,, ,, ,a;_, ai+!,,,, ,am >> \ < 1 >)(a2,,, .)+ 
+<a,>(<< a2,,,,a;_,,ai+J,,.,am >> \ < 1 >)(P2,,,)+<>2 +aJi32 + 
o+[(<< a2,,,,a;-J,O.i+l,,,,am >> \ < 1 >)(p,,,,)+P2 +,Ll]z E F 
ou seJa: 
a; E DF(<< a,,,,,,a;_,,a;+l,,,,,am >> \ < 1 >) + hF, o que vem 
contra a hipótese feita, Agora, aplicando a hipótese de induçáo, 
RnKmnKt C RnK! U(DK,(<<a2,,,,,a.m >> \ < 1 >)+hKI), Daí 
RnKm n F está contido em RnFU(a 1F 2 + hF)U 
u( (D f(, ( << 02,"', Om > > \ < 1 >) + hKt) n F) 
et portanto, para demonstrar o Corolário, basta nwstrar que 
(a1F 2 + hF) U ((DK,(<< a2 ,.,,an >> \ < 1 >) + hK!) nF) está 
contido em Dp(qm \ < 1 >) + hF 
Claro que a1 F 2 + hF C D F(qm \ < 1 >) + hF. Seja 
x = a2(a2 + P2z)2 + a3(a3 + ,@3z)" + ·" 
,, + (a2a3 "'am)(a, + 8,z)2 +(a, +!3Jz)" +a1 + 3,z E F. 
Entáo 
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J'' <<a2, ... ,arn>>\<l>(cr2,···,n.s) + 
Isto mostra que x E DF(qm \ < 1 >) + hF• 
Lema 3.14 
Sejam F um corpo n-Hilbertiano, c( F) f; 2, a E F'\ F* 2 e 
J{ =F( ya). Então R., I\ n F*= R., F u aR, F. 
Dernonstração 
[19, Lema 4.6]• 
Observação 3.15 
Agora vamos considerar as extensões F( VH), se c( F) f; 2 onde H 
é um subgrupo multiplicativo de F'. Sem perda de generalidades podemos 
supor F* 2 C H. 
Se c(F) = 2 varnos considerar, paralelamente ao caso acima, as ex-
tensôes F(h- 1 (H)), onde H é um subconjunto de F. Sempre que nos 
referirmos à estas extensões serão consideradas nestas situações. 
Lema 3.16 
i) Sejam F um corpo com c( F) f; 2 e H um subgrupo de F'. Entiio 
RnF C RnF( VH), n > 1. 
ii) Sejam F um corpo n-Hilbertirnw com c(F) = 2 e H um 
subconjunto de F\(F2 U RnF). Se para qumsquer a 1 , ... , am E H 
tem-se a; r/:. D(<< a1 , ... ,ai_1 ,a;+1 , ... ,am >> \ < 1 >) + hF, entao 
R, F c R,(F(h-1 (H)). 
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Derrwnstração 
i) [19, Lema 4.7] 
ii) Seja E= F(h- 1 (H)). Se R, F não está contido em R,J( então 
existem a E R, F e cjJ =< < a1 , ... , a, > > n-forma bilinear de Pfister 
sobre J( tal que 1/J = c/J[1, a] é nào-nula em W J( (ver 1.49). Entào existe 
um subconjunto H 1 de H contendo um número finito de elementos de H 
tal que t/J E Pn+!Kt, onde K 1 = F(h- 1 (HJ)). Como <I• j O em W K 
tem-se que lj; # O em W K 1 • Logo a ~ R,K1 • 
Como K? n F= F 2 , segue-se que H C K 1 \Kj 2 . Como K 1 pode 
ser obtido por uma cadeia de extensões 
pelo Corolário 3.13 temos que ai+!~ R,,F(h- 1(a1, ... ,a;)). Pelo Teo-
rema 3.la, cada nrn desses corpos é n-Hilbertiano 
aplicações do Lema 3.10 temos que a E RnK1 
podemos concluir que RnF C RnF(h- 1 (H)), para 
Corolário 3.17 
e por sucessn.ra.s 
(absurdo). Logo 
c( F) qualquer• 
i) [19, Coro!. 4.8] Para todo corpo F com c( F) j 2 e todo subgrupo 
Hde F*, temosque H·RnFCF*nRn(F(,fii)). 
ii) Sejam F um corpo n-Hilbertiano, c(F) = 2 e H subconjunto 
de F\F2 U R, F. Se para quaisquer a1 , a 2 , ••• , am E H tem-se 
Oi~ D(<< a], ... ,ai-l·ai+l•···,am >> \ < 1 >)+hF, enUio 
H+ RnF C (F n R,F(h- 1 (H))). 
DEMONSTRAÇAO DO TEOREMA 3.1 
A demonstração de i) pode ser vista em [19]; façamos ii) 
Suponhamos IHI < co, para provar que K é n-Hilbertiano. 
Se H= {a} o Teorema 3.la garante. 
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Seja H um subconjunto de F' com IHI > 2, nas condições da 
hipótese e suponhamos como hipótese de indução que F(h- 1 (HI)) é n-
Hilbertiano para todo H 1 nas condições da hipótese, com jH1 j < jHj. 
Decompomos H em uma união disjunta H = H 1 U {a} para algum sub-
conjunto H 1 ele H. De IHJ/ < IHI e como E= F(h- 1 (a))(h- 1 (HI)), 
pelo Teorema 3.1a e hipótese de indução, para que I{ seJa 
n-Hilbertiano basta mostrar que H 1 satisfaz as hipóteses do Teorema 
sobre K 1 = F(h- 1(a)). 
Mas H 1 n R,J(1 c H 1 n (RnF U (aF2 + hF)), pelo Lema 3.10. 
Assim (H, n R,K1 ) C (H1 n RnF) U (H1 n (aF.z + hF)) = 0 U 0 = 0. 
(a penúltima igualdade segue-se da hipótese). 
todo i = 2, . .. , rn 
Resta provar que para 
a; !f DI<,(<< a2,,,,,a;_,,a;+J, ... ,am >> \ < 1 >) + hiC. Mas estes 
cálculos são os mesmos feitos no Corolário 3.13. 
Reciprocamente se K é n-Hilbertiano suponhamos que IHI = oo, 
e P,+lJ( = {0, 1jJ} (vide Teorema 2. 7). Então existe um subconjunto H 1 
de H contendo um número finito de elementos de H tal que 
H-
Como H1 n RnF = 0, considerando a hipótese e o Corolário 3.13, se 
aplicarmos o Teorema 3.1a algumas vezes, chegaremos ao fato de que !{1 
é n-Hilbertiano com -tj; a única (n + 1 )-forma de Pfister anisotrópica, a 
menos de isornetria sobre A~1 (senão 1}; seria isotrópica sobre f(). 
Considerando a E H\(R,F U Ht) segue-se que 
a~ DF'(<< a1 ,···,am >> \ < 1 >)+hF, para todo ai E H, e então 
a !f R,J{1 • Por 1.49, temos que 1./J =< < · .. > > [1, a]. 
Logo 1i'=O em K 1(h- 1(a)) e daí •r=O sobre WK(absurdo). 
Então H contém apenas um número finito de elementos de F\ ( F 2 Uh F)• 
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Consideremos agora a seguinte 
Teorema 3.4, pag.202]. 
' . 
sequenCia exata, devido a [23, 
l-+ 
2 ., F' u aF'-
F*2 
Se R,F = F' 2 , devido ao Lema 3.14, temos que RnE =E'". 
Então para corpos F com radical trivial o seguinte Teorema nos dá uma 
versão parecida com a parte ii do Teorema 3.1, no caso de c( F) f 2. 
Corolário 3.18 
Sejam F um corpo n-Hílbertiano, nao formalmente real, c(F) f 2, 
cmn RnF = F* 2 e 1{ uma 2-extensão de F. 
Então K é n-Hilbertiano se e somente se [K: F] < oo. 
Finalrnente ternos a seguinte sequência, análoga à sequência exata de 
[23, teo. 3.4]. 





onde t(x + hK) = j3 + hF, para :r= a+ (Jz e K =F+ Fz. 
Para a demonstração observe que se x n + pz E E é tal que 
t(.:r) = ,:3 + hF = hF então :r = cv + (s2 + s)z. Daí para u = a+ sz 
implica que x = (n2 +as2) +u2 +u, ou seja, Ker t C irn (F/ h F -+ K /hK). 
O resto das provas da exatidão da sequência são fáceis. 
Apesar disto o Lema 3.10 (versão do Lema 3.14) é insuficiente para 
uma versão da sequência (**),a menos que se obtém uma igualdade 
para RnK n F, como em 3.14. 
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' CAPITULO IV 
SOBRE ANÉIS DE WITT DE ÁLGEBRAS DE QUATÉRNIOS 
En1 todo este capítulo todos os corpos são assumidos de característica 
distinta de 2. 
No parágrafo 1 deste capítulo definiremos o anel de vVitt de um 
anel com divisão e desenvolveremos os principais resultados baseados 
em [9 e 27], que nos serão úteis aos parágrafos posteriores deste capítulo. 
No parágrafo 2, estenderemos os trabalhos de A. SLADEK [27], para 
corpos 1-Hilbcrtia.nos. Observemos que a. existência de uma valorização 
nas condiçôes de 4.18, garante a existência de um elemento ;3 U1 -rígiclo em 
F. (ver a Definição em 4.27), tal que A.= ( "/). Isto garante a existência 
de dE A*, com [A':D 11 < 1,d >] = 2, no Teorema 4.20ii, o que nos 
permite a construção de uma Q-estrutura, para o cálculo de vV A. 
Sendo assirn, no parágrafo 3, consideramos corpos não necessaria-
mente n-Hilbertianos, que admitem elementos R1F-birígidos e o 
Teorema 4.30 generaliza os trabalhos de A. SLADEK, em uma outra 
direção, obtendo anéis de \Vitt rnais gerais. 
Em todos os casos reforcemos que o Teorema 4.20, vale para qualquer 
corpo 1-Hilbertiano, valorizado ou não. 
§1. Anel de Witt de um Anel Com Divisão 
Para um anel com divisão A, definimos S(A) como sendo o subgnr,po 
do grupo rn-u.ltiplicativo A', dos elementos não n·ulos de A, gerado pelas 
., 
elementos x- 1 :r E A*. 
Lema 4.1 [9, Prop.2.4] 
S(A) contém os comutadores ele A'. Em particular, S(.4) ' e utn 
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subgruponormalde A' e A'/S(A) éabeliano. 
Demonstração 
Temos que aua- 1 E S(A), Va E A*, Vu E S(A) se e somente se 
aua- 1u-1 E S(A), V a E A.*, Vu E S(A} Mas V a, b E A., aba- 1b- 1 = 
a2(a- 1b) 2 b- 2 E S(A). Logo S(A) contém o subgrupo dos comutadores 




:) por Q(A). O anel de grupo, do grupo Q(A) sobre Z, 
será denotado por Z[Q(A.)]. Os elementos de Q(A.) serão denotados por 
< d >E Z[Q(A.)]. Assim< d >é determinado a menos de um produto de 
quadrados e< d" >= 1 E Z[Q(A)]. Também escrevemos< d1, ... ,d, > 
para 2::;~ 1 < d; >E Z[Q(.4)] e dizemos que dito elemento é uma 
forma de dirnensiio n sobre A.. 
Definição 4.2 
O anel de Witt-Grothendieck de A., WGA., é o anel quociente 
Z[Q(A.)J/.f, onde J é o ideal de Z[Q(A.)J gerado pelos elementos do tipo 
( < 1 > + < d > )( < 1 > - < 1 + d >) =< 1, d > - < 1 + d, d(1 + d) >, 
para dE A.*, d # -1. 
Duas fonnas sobre A < a1, ... , an > e < b1 , ... , bn > são consideradas 
iBométricas ou equivalentes e escrevemos < a1 1 ••• , an > ""'< b1, ... , bn > se 
elas são iguais 1nódulo J. 
O anel de Witt de A, denotado por lo/ A, é o anel quociente 
Z[Q(A)]jl, onde I é o ideal de Z[Q(A.)] gerado por J e < 1, ~1 >. 
o determinante de < a l' ... 'an > é definido por det< ai' . .. 'an >= 
n1···an E Q(A.) edet- < aJ, ... ,an >= (al···an)- 1 E Q(A). 
Observemos que o determinante é uma função bem defir:ic!a em WGA 
desde que o determinante de um elemento de J é 1. 
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Lema 4.3 [9, Lema 4.2] 
Sejam a, b E A*, s, s2 E S(A.), quaisquer. Se as 1 + bs2 f O, então 
< o.,b >~< as 1 + bs2 ,ab(as 1 + bs2) >. 
Demonstração 
Pondo d = o.-1 b para um gerador de J, obtemos: 
< a > ( < 1, d > - < 1 + d, d(1 + d) >) =< a, b > - < a+ b, IJ(l + <C 1 b) >. 
Como os comutadores 
,, 
de A.* e a- pertencem a S(A) 
ab(a + b) (mod S(A.)). Assim 
<a>(< 1,d >- < 1+d,d(1+d) > = < a,b >- < a+b,ab(a+b) >E J. 
De< a>=< as 1 >e< b >=< bs2 >temos que< a,b >=< çzs 1 ,bs2 >~ 
C::< as,+ bs2,as1bsz(as1 + bsz) >~<as,+ bsz, ab(as, + bs2) > • 
Proposição 4.4 [9, Prop.4.3] 
Sejam a, b E A* quaisquer. Temos que < a, b >~< 1,-1 > se e 
somente se existem s 1 , s2 E S(A) tais que as 1 + bs2 =O. 
Dernonstração 
Suponhamos que < a, b >C::< l, -1 >. Calculando o determinante 
obtemos ab = -1 E Q(A.). Logo existe s E S(A) tal que a= -bs, em 
A*. Daí a+bs =O. Reciprocamente, se as, +bsz =O para 81,s2 E S(A.) 
então b = -as,s21, ou seja, < b >=< -a>. Pelo Lema 4.3, 
< a,b >=< a,-a >=< a("! 1 ) 2 ,-a(a21 f >~< 1,-1 > • 
Proposição 4.5 [9, PropA.4] 
Sejarn q =< a1, ... , an > urna forma sobre A e z E .il *. Se existern 
si E S(A) U{O} tais que z = L:;~ 1 a, si, então existem bz, ... , b, E A* 
tais que q C::< z,bz, ... ,b, >. 
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Demonstração 
Se existe apenas urn Si :f. O, não há nada a provar. Se existern vários 
s; E S(A), s; f O, reordenamos os elementos a; de modo que s 1 , ... , s, f O 
e St+l = · · · = sn =O, para algum t < n. Seja z;, = L;J;l ajs1 . Aplicando 
o Lema 4.3 repetidas vezes} obternos elementos b2 , ... , bt pertencentes 
a A* tais que q rv < b2) Zz) a a, ... ' an > :::: < b2) b3' Z3' a4) ... ' an > rv 
· · · ""< b2, ... , bt, z·t, at+l, ... , an >. Fazendo bí =ai para i = t + 1, ... , n, 
obtemos a conclusão desejada• 
Corolário 4.6 [9, Coro!. 4.5] 
Dada a forma. q =< a 1 , .•• ,an >sobre A, suponh.:unos que exístcn1 
s; E SC4) U{O} não todos nulos, tais que L;a;s; =O. Então existem 
b:l, ... , bn E A' tais que q ~ < 1, -1, b3, ... .l>n >. 
Dernonstração 
Suponhamos s1 f O. Então a 1 s1 = - :S7;2 a;s; e daí 
n n n 
q rv< ~L (li Si, (l-2, ••• 1 an >rv<- L aiS i, L ai Si, ba,.'. 'bn >, 
i:z:.2 ·i=2 i=2 
para alguns I>; E A' (pela Proposição 4.5). Agora, aplicando a Proposição 
4.4 nas duas prirneiras posições, obtemos a conclusão desejada• 
Definição 4. 7 
Dizemos que a form,a q =< a 1 , ... , an > representa un~ elemento 
a E A* se existem elementos s 1 , ... , s, E S(A) U{O} não todos nulos, tais 




DM = Dq ={a= I>;s; E A*,s; E S(A) U {0}}, e 
i=l 
Dilq = Dq= {b E A* I q ~< b,bz,,, ,,bn > paia b; E A*, i= 2,,,,,n}, 
Pela Proposição 4,5, temos que DA C D.4q, Observe que podemos 
considerar DAq C A* ou D,4q C Q(A), 
Proposição 4.8 [9, Prop,4,7] 
Se < a 1 , a2 > e < b1 , b2 > representam um elemento comum de A e 
a1a2 = b1b2 E Q(A), então <a,, a2 >::< b,, b2 >, 
Dernonstraçào 
Por hipótese existem s 1, s2, t,, t2 E S(A) U{O} tais que a,s1 + a,,s,, = 
b,t1 + b2t2 = x, Pela Proposição 4A, podemos supor que J: é não-nulo, 
Pela Proposição 4,5, existem a,b E A' tais que < a1,a2 >~< x,a > 
e < b1 ,b2 >~< ,r,b >, Calculando os determinantes e usando a hipótese 
encontramos a= b E Q(A), Logo < a1,a2 >::< b,,b2 > • 
Observação 4.9. 
No caso comutativo a recíproca desta proposição tambén1 é verdadeira. 
Ela é baseada na identidade (asi + bsD(ti + abt~) = a(s1t1 + bs2tzf+ 
+b(as 1t 2 - s2t1)2, que falha sem a comutatividade, Isto f parcialmente 
resolvido se considerarmos, em vez de S(A), o subgrupo de A* formado 
por somas finitas não-nulas de produtos de quadrados (ver [9, pag,88]), 
Lema 4.10 [9, Lema 4,10] Cadeia Equivalente, 
Se < a 1 l ••• , an >~< b1, ... , lJn >, então existe urna sequenc1a de 
forn1as equivalentes< a11 ... ,an >=< cu, ... 1cln >::::::< c211···,c2n >......_, 
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· · · :::::< Cml, ... 1 Cmn >=< b1, ... , bn > tais que, para cada 'i = 2, ... , rn e 
p =i -1, < Cp1 1 ••• , Cpn > e < cd, ... , Cin > são iguais, ou existem 
a,b E A' e 81,82 E S(A) tais que Cpk =a, Cpl = b, c;k = as 1 + bs2 e 
c;1 = ab(as1 + bs2), Cpj = Cij para j o/ k, l. 
Demonstração 
Considere o subconjunto E C Z[Q(A)] consistindo de todas as 
diferenças < a1 1 ••• , an > - < b1, . .. , bn >, onde < a 1, ... : an > e 
< b1 , ••• , bn > estão relacionadas por uma seqnência de formas equivalentes 
como aCima. É facíl ver que K é um ideal de Z[Q(A)] que contém os 
geradores de J. Logo J C J(. 
Reciprocamente, todo elemento de K é uma soma d> diferenças do 
tipo < a, b > - < as1 + bsz, ab( as 1 + bsz) >. Como esta forma pertence a 
J (pelo Lema 4.3), temos que J( C .!. Logo a conclusão segue-se• 
Corolário 4.11 
O anel WGA é o anel quociente de Z[Q(A)] por E, onde E é 
o ideal de Z[Q(A)] gerado pelos elementos < a, b > - < c, d >, tais 
que < a,b >C::< c,d >. 
Teorema 4.12 [27, Teo.l.4] 
Seja a E A*. Então D < 1, a > é o subgrupo de A* gerado pelo 
conjunto D < 1, a >. 
Demonstração 
Pela Proposição 4.5, temos que D < 1, a >C D < 1, a>. Seja 
c E D < 1, a >. Usando o determinante de uma forma, ternos que 
< l,a >C::< c,ac >.Pelo Lema 4.10, existe uma sequência de formas 
equivalentes < 1, a >~< c1, ac1 >:::: · · · ::::::::< Ck-1 1 ack-l >:::::< c, ac >, tais 
que para cada i = 1, ... , k (co = 1, Ck = c), existem s1;, s2i E S(A) U{O} 
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com Ci = ci-lsli + aci-ls2i· Assim c,i E Ci-lD < 11 a >. Usando indu(;ão 
em i, podemos mostrar que c é um produto de k elementos de D < 1,a >. 
Isto conclui o teorerna• 
A seguinte Proposição é ele prova fácil e será omitida. 
Proposição 4.13 [27, Prop.1.5] 
Sejam a,b,c,d E A'. Então 
i) b E D < 1, a > se e somente se -a E D < 1, -b > 
- - -ii) D < l,a > nD < 1,b >C D < l,-ab > 
iii) <a,b>~<c,d> seesomentese ab=cd em Q(A) e 
D<a,b>=D<c,d>. 
Agora consideremos A = ( ''/) uma álgebra de qu:.térnios sobre 
F, com F-base {l,í,j,k} (isto é: i 2 =a, p = p, ij = -ji = k). Se 
n 4 ;r: A -+ F é a aplicação norma, então nA/ F(A) é o subconjunto 
dos elementos de F, representados pela 2-forma de Pfister < < -cr, -p > >. 
sobre F. Sendo t: A -+ F a aplicação linear traço, temos que todo 
x E A satisfaz a equação: x2 - t(x)a: + nA;F(x) =O e, como nA/F é uma 
função multiplicativa, il é um anel com divisão se e somente se nA/ F é 
anisotrópica ( corr1o fonna quadrática) sobre F. 
Suponhamos que A. = (a/) é um anel com divisão e definimos 
o homomorfismo de grupos nA;F:Q(A.) -+ Q(F) por nA;F(aS(A.)) = 
nA;da)F* 2 . Com isto temos: 
Teorema 4.14 [27, Teo.2.1.] 
A seguinte sequência é exata 
* n4;p(A) 
1 --->±nA/F( A)'--' F ___, Q(A) ---> ., -+ 1 F*-
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Den1onstração 
i) Exatidão em F. 
Sejam .40 = {:r E A\ F tal que x2 E F}= {:r E A. tal que l(:r) =O} c 
nA/F=< 1 > +:p' oncle<p' =< -a,-/3,<43 >. Dex2 -t(:r)x+n.4 ;p(.r) =O, 
segue-se que .40 '
2 
= -D<p'. Desde que DFI"A/F = Dp<p1 • DFip1 ([12, 
Teorema2.19]) e -l=i2 j2(1c-1 )", temos que ±n,4;p(A)=±Dyn4 ;p= 
±Dp<p1 • Dp<p' = ±A0 ' 2 • A0 ' 2 c S(A). 
R ' I ., ? F' i H ee1procamente~ se J = X i · · ·::c;; E , onc e :.r: l, ... , Xn E h , cmno 
/} = nA;F(b) = nAfp(1;I"·x;',) = nA;F(xl·"xnf E F* segue-se que 
b = ±nA;F(:rl · · · x,). Logo ±n4;F(A) = Ker(F'--> Q(A)). 
íí) Exatidão em Q(A.) 
Como nAfF(b) = b2 , para todo b E F', claro que Im(F* -t Q(A)) 
está contido em Eer(Q(A)--> n~ (A)/F' 2 ). Reciprocamente se dE A' é 
tal que "AfF(d) = c2 , c E F*, então d = nAfF(d)((rl+d)- 2c)(c- J)-2 
Assim dS(A) C FS(A) e portanto dS(A) E Jm(F' --> Q(A)). Isto 
completa a exatidão em (J(A) e a prova do teorema• 
Observação 4.15. 
A prova da parte i nos dá que nAfF(A)A' 2 C S(A). Reciprocamente 
se .T = xr '' 'x;, E S(A) ternos que n4fF(x) ="A/F( XI"' x;,) = 
n4!F(.r1 ···:r,)"= c2 E F' 2 De :r( '~"f= :r+ :r- 2c = b E F' ns(A), 
temos que X = c~,) 2 b E nA;F(A)A2 pois b E ±nA;d-<1) (por 4.14). 
Concluímos que S(A) = "AfF(A) · A' 2 • 
69 
Corolário 4.16 
i) O grupo (J(F) é finito se e somente se (J(A) é finito. 
ii) Se (J(F) é finito então [Q(A)[ = { ~~gJ;)I 
De1nonstração 




se -1 E 11AjF(A.) 
se -1 fi "AfF(A.) 
§2. Anel de Witt de Uma Álgebra de Quatérnios 
Sobre um Corpo 1-Hilbertiano 
:'i'este parágrafo vamos determinar o anel de \A/itt de uma álgebra ele 
quatérnios com divisão sobre um corpo 1-Hilbertiano. Para este objetivo é 
fundamental demonstrar que o subgrupo de valores DA < 1, d > tem 
índice 1 ou 2 no grupo .4', para todo dE .4* (teorerr;a 4.20). Este 
resultado básico praticamente termina o trabalho, porqne quando 
[.4' : DA < 1, d >] = 1, para todo d E .4, a estrutura do anel de Witt WA. 
será simples. Caso exista dE .4* com [A.': DA< l,d >] = 2, construi-
remos uma Q-estrutura sobre A (Q(A), :(z,qq) (ver a definição em A.l3) 
tal que qq : Q(A) x Q(A)--> 2~ é uma forma bilinear antisimétrica. Esta 
forma bilinear antísin1étríca é fundarnental para deterrrünar os possíveis 
anéis de VVitt associado à Q-estrutura e, consequenternente, determinar os 
possíveis anéis de Witt de .4, W A. Terminamos observando que esses 
anéis são isomorfos a anéis de \Nitt de formas quadráticas sobre corpos. 
para corpos convenientes. 
O corpo F será sempre um corpo 1-Hilbertiano e .4 = ( "'/) a 
única úlgebra de q·natérnios corn divisão (a menos de isomorfismo) sobre 
F; equivalentemente, n 11 ;p =<<-a, -{3 >>é a única 2-forma de Pfister 
anisotrópica (a menos de isometria) sobre F. Comecemos com um lema 
que generaliza um resultado [23, cap.VI CoroL2.15(2)], bastante conhecido 
sobre o corpo dos nÚineros racionais p-ádicos. 
Lema 4.17 
Seja q=<<-e>,-,B>>EP2 F anisotrópica. Então 
D <-a. -;3, <Ô >=F'\ -R1F. 
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Demonstração 
Seja r E R 1F. Se -r E D < -o:, -{3, o:j3 > então por 1.45i. 
q C:::<< -r, u >> para algum u E F'. Por 1.48b, q é hiperbólica 
(absurdo). Então D <-c>, -(3,o:,3 >C F'\ -RtF. 
Reciprocamente, se c E F' \ - R 1 F por 1.50b temos que < 1. c > 
não é universaL Portanto existe d E F' tal que < 1, c > +d < 1, c > é 
anisotrópica. De 2.7, temos que q =< 1, -o:, -j3, o:,3 >C:::< 1, c, d, cd >. 
ou seja, < -o:, -;3, o:,3 > ~ < c, d, cd > . Logo c E D < -o:, -,13, o:P > • 
Lema 4.18 
Sejam < < -o:, -!) > > a única 2-forma de Pfister anisotrópica a menos 
de isometria sobre un1 corpo 1-Hilbertiano F, não forrnalmente real, con1 
nina valorização não-trivial v tal que r-v ::/= 2r v· Se v é não-diádica então 
.:3 pode ser tomado em Af e para todos b, x, y E O v, ( 1 + 4b!)xy );3 (t R 1 F 
e D < 1, (1 + 4b;3xy)!) >= (U1 Uf3U1)F' 2 i F', onde U 1 = 1 + NI. 
Dernonstração 
Seja rn E 1\1 com v(m) (t 2f e u E U. Temos que m E D < 1, ·u > 
se e somente se -u E D < • ? ? 1, -Tn > ou seJa -u = :r- - 1ny~. 
'') o) v(.r i v(my- temos que: 
o ( y ')) 1 ,2 
-u = ,,- 1 - m(-)- E U F 
X 
(se v(x2 ) < v(my')) ou 
0'2 
? w 1 2 2 ') 
-u = -m.y-(1- --. ) E -mU F' (se v(my ) < v(x-)) 
m,y2 
e daí O= v(u) = v(m) + 2v(y) rf_ 2fv, (absurdo). 
Como 
Como -v. é unidade, temos que D < 1, m >C (U 1 U mU1 )F' 2 . Além disso, 
como v é não-diádica por hipótese, existe a E U \ U1 (senão O,jM = F2 ) 
e pelos cálculos acima D < 1, a > C U F' 2 Como F é 1-Hilbertiano 
a. F* 2 é a única classe de quadrados com a E U \ U 1 e rnF* 2 é a única classe 
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de quadrados param E A1. Além disso R 1F C U 1 (1.49). Podemos escrever 
F*= (U1 UaU1 UmU1 UamU 1 )F' 2 Como F é 1-Hilbertiano temos: 
para m E l'vf \ Af2 , a E U \ U1. 
Corno m rf. R 1F, por 1.50 existe :c E F* tal que << -n, -f3 >> 
:::: << Z 1 -1n >> 1 ou seja, podemos fazer /3 = rn. Disto segue-se que 
1 + 4bj3J:y E U1 e (1 + 4bf3xy)f3 E Jvf, para todos b, x, y E 0,,. De 
v((l + 4bp1:y)j3) = 1 segue-se que (1 + 4bl3xy);3 E 1111\ M 2 e por (*) 
segue-se o resultado• 
O Lema seguinte generaliza o Lema 4.2 de [27], para o caso de R 1F 
não trivial. 
Lema 4,19 
Seja dE A* tal que n4;F(d) ít -R1(F). Então existe um quatérnio 
puro r10 tal que d =do em Q(A). 
Dernonstração 
Se F é formalmente real D p4 < 1 >C P e portanto 4 < 1 > não é 
isotrópica. Pelo Teorema 2.7, n.4 ;p = 4 < 1 > é a única 2-forma de Pfister 
anisotrópica. Por 2.14 e 2.15 tem-se que R 1F = D(2 < 1 >) = P. Para 
todo dEA*, nA;E"(d)ERJF=D<1,1,1>.Sejam x,y,zEF taisque 
n.4 ;p(d) = x 2 +y2 +z2 Então nA;F(d) = nA;P(do), do= xi+yj+zk. De 
nA;F(dd01) = 1 e, devido ao Teorema 4.14, existe a E F* tal que d = ado. 
Pela0bservação4.15 S(A)PA* 2 :J P e como -1 = a- 2f3- 2 i 2 j 2 k2 E S(A) 
vem que dS(A) =doS( A). 
Se F não é formalmente real, por '1.17 D < -c>, -.B, a13 >=F'\ -R1F 
73 
e novamente existem x, y, z E F tais que nA;p(d) = n 4 ;p(d0 ) 
do = ú + yj + zk. Como F não é formalmente real, tem-se que 
nA;P(A.) =F' e devido ao Teorema 4.14 temos que Q(A.)::::; Q(F). De 
nAfP(d) =nA/F( do) segue-se que dS(A.) = doS(A.)• 
O próximo teorema generaliza o teorema 4.1 de [27], para corpos 
1-Hilbertianos. 
Teorema 4.20 
Seja A. = ( '"/) a única álgebra de quatérnios com divisão (a menos de 
isomorfismo) sobre um corpo 1-Hilbertiano F. Então: 
i) Se F é formalmente real D.4 < l,d >=A', para todo dE .4*. 
ii) Se F não é formalmente real [A.':DA < l,d >] < 2, para todo 
d E A*. Alérn disso, se F admite uma valorização corno err1 4.18, 
vale a igualdade para ao menos um d E A.'. 
iii) Se F é uma extensão finita ele I!J2 , então DA < 1, d >=A* 
para todo d E A*. 
Demonstração 
Para os ítens i) e ii) considerernos, prirneiro, o caso ern que 
n 4 ;p(d) rt -R,F, para d E A' (observe que se F é formalmente real 
nA;r(d) rt -R, F, para todo d E A*). Por 4.19, existe um quatérnio puro 
- -d0 tal que d =do em Q(A.) e portanto DA< l,d >=DA< l,do >.Temos 
() { ') ')''' } que Dr < l,nA/P do >= a- +nA;F(do b- E F; a,bE F = 
={nA; r( a+ brio) E F*; a,b E F} = nA; r( X) = nA;r(XS(A)) 
onde X= {a+bdoE.4'; a,bEF}. 
Se F é um corpo formalmente real, para obter n 4 ;F(XS(A)) basta 
tomar X= {a+bdo E "4'; a,bE PU{O}}. Como F él-Hilbertianoformal-
mente real e n.4fp(do) E P, por 2.15i temos que Dr < l,nAfp(do) >= 
DF(4 < 1 >) = P = n~t;r(XS(A)). Logo PfF··' = nA;,-(XS(A)). 
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Da Observação 4.15, S(A) = PA' 2 contém P, e por isso XS(A) = 
') 2 ~ (a+ bdo)PA'· C PA' = D.A < l,do >C DA < l,do > . Portanto 
nAfF(XS(A)) C nAfF(DA < l,do >). Pelo Teorema 4.14, temos que 
iíAfr(Q(A)) =f.,= iíA/r(XS(A)) C nA;p(DA < 1,do >)C f.,. Logo 
nA;F(D < 1,do >) = nAjF(Q(A)). Como nA;F:Q(A)::_;P/F' 2 é um 
- -isomorfismo Q(A) =DA< 1,d0 >=DA< 1,d > e i) está provado. 
Se F não é formalmente real, voltemos a DF < 1, nA/ F( d0 ) >= 
n4;F(XS(A)) onde X= {a+ bdo E A', a,b E F}. Pela Observação 
4.15, XS(A) está contido em D.4 < 1,d0 > (pois S(A) = F'A.' 2 :J F') 
e pelo Teorema 4.14 í'iA;F: (J(A)=:;Q(F) é um isomorfismo. Portanto 
[A.':D4 < 1,do >] < [A':XS(A)J =[F': DF< 1,nA;F(do) >] < 2 
pois F é 1-Hilbertiano. 
Suponhamos agora que nA;F(d) =-r E -R1F. Se D 4 < 1,d >#A', 
seja H= nA~F(±R1 F). Corno F é 1-Hilbertiano não formalmente real, 
pela Proposição 2.16 [F* /R1Ff > 4, o que implica que fF' / ± R 1Ff > 2. 
Como a função nA/F ésobrejetorae ±R1F #F' temos que H# A*. Como 
união de grupos é grupo apenas quando um deles contém o outro, tem-se 
que DA < 1, d > U H # A'. Logo existe c E A' \ i5 .4 < 1, d > tal que 
nA;F(c) e nA;F(crl) (t -R1F (pois n(d) E -R1(F)). Desde que -1 E S(A) 
- - -
pela Proposição 4.13ii DA< 1,c > nDA < 1,cd >C D 4 < 1,rl > e não 
vale a igualdade pois c (t DA< 1,rl >, o que equivale, pela Proposição 
4.13i, a d (t D.4 < l, c >. Como os elementos c e cd satisfazem as 
condíções da prirneira parte da prova, ternos que : 
- -[il':D4 < 1,d >] < [il':(D4 < l,c > nDA < 1,cd >)] < 
Assim [A*: DA< l,d >] < 2, ou seja: 
Resta mostrar que para. algum d E A •, [A*: DA < L d > J = 2, se F 
-
admite uma valorização como em 4.18. Para d = j e w E DA < l,j >. 
vamos mostrar que nAJF(w) E DF< 1,-/3 >. 
Corno nA/ F é multiplicativa e Dp < 1, -f3 > é um subgrupo de 
P*/F* 2 , devido ao Teorema 4.12, basta considerar w E DA< l,j >. 
Pela Observação4.15 S(A.)=F'il' 2 eportanto w=(ar2 +jb1 si)F'A' 2 , 
para algurn a, b1 E F*, '1\ s1 E A*. 
Se a ou r=O, então iiA;F(w)=-!9F' 2 EDp<1,-.8>. 
Se ar# O, então w = m·2 (l+jbs2 )F*A.' 2 , paraa,bE F, r,s E A.. Dai 
nAjF(w) = (an4jF(r))2[(1 + bjs2)(1 + bjs2))F'2 
= ( an,; p( r) )2 [1 + btr(js2 ) +nA/ p(j)(bn A/ F(s) )2]F' 2 
Para s = :r + yi + zj + tk E A.' tem-se que: 
Corno D representa elementos a menos de F' A'2 , podemos multiplicar w 
2 . por dE F' C F' A.' convemente para que b,x, z E O v. Dai 
nA;F(w) E Dp<1+4bf3:rz,-f3>, com 1+4b87'Z E U 1 , 
ou seja, nAfF{w) E (1 + 4bf3xz)Dr < 1, -(1 + 4bf3xz)f3 > . Pelo 
Lema 4.18 Dr < 1, -(1 + 4bf3xz)f3) >#F* e portanto 
nA;r(D1; < 1,j >) C (1+4bf3xz)Dp < 1,-(1+4bf3xz)f3 >#F'. 
Como nA/F é um isomorfismo de grupos DA< 1,j >#A.*. 
iii) é o Teorema 4.4 de [28]• 
Corolário 4.21 
Nas condições do Teorema 4.20ii), se existe d E .4' tal que 
[.4*: jj < 1,d >] = 2, então I 2 = I 2 ji3 = {O,p} (onde rn é o ideal do 
anel de vVitt em questão, gerado por todas as n-forrnas de Pfister). 
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Demonstração 
Repetindo a prova de "F é n-Hilbertiano =? 1Pn+ 1FI = 2" do Teo-
rerna 2.7~ corn D em vez de D, obternos P2 A = {O,p}. Con1o pé universal 
tern-se que P3A = {O}. Daí segue-se a conclusão• 
Definição 4.22 
Definimos o mdical de Kaplansky de A por 
R1A n{ÍJ<1,a>, aEA'}. 
Assim pela Proposição 4.13i) b E R 1 A se e somente se < 1, -b > é 
universal. 
Agora estamos em condições de calcular o auel de \Vitt de .4. 
Caso do Corpo F Formalmente Real 
Como 4 < 1 > não é universal sobre F segue-se que 4 < 1 > é 
F-anisotrópica e portanto A_ = ( -lF-l) é a única álgebra de quatérnios 
com divisão sobre F. Temos que Dpn =F e F*= F U -F. 
" . ') 2 2 Se F e p1tagoreano DFn4/F = F = F*- e F* = F* U -F* . Pelo 
Teorema 4.14 Q(A) = {S(A)} e daí W A= {0, < 1 > F::;Z/2Z. Então WA 
é isomorfa a }V K, onde K é qualquer corpo algebricamente fechado, com 
c(K) f 2. 
Se F não é pitagoreano, pelo Teorema 4.14 Q(A)=+F/F*2 Como 
DA< 1,d >=A*, para todo dE A* (4.20i)), temos que para todo 
a,b E A*, < a,b >=< 1,ab > em W,4 (Proposição 4.13iii). Como 
-1 E S(A), < 1, a > + < 1, b >=< a, b >=< 1, ab > . Desta última 
igualdade ternos que< 1,a >< 1,b >=< 1,a,b,ab >=O. Disto também 
segue-se que< a>+< 1, b >=< ab >. Portanto 
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W A= { < a >, < 1, b >, a, b E Q(A)} com tábuas aditiva e multiplicativa 
dadas por: 
<a>< b > = < ab > <a>+< b >=< l,a > + < l,b >=< l,ab > 
<a><l,b>=<l,b> <a>+<l,b>=<ab> 
< l,a >< l,b> =O 
Mostremos que existe um corpo K com R 1 E 
isomorfo a W K, 
K' tal que WA é 
Para ver isto basta aplicar o Teorema A.35 m-vezes on,!e lvVAI = 2"', 
para obter 
m 
E(E)::: IT Ei(F5), E;(Fs) = E(F5 ) 
i=l 
' ~ 2 ') 
e F,5 e um corpo com 5 elementos. Neste caso -IF; = F;~ e pelas De-
finições A.21 e A.24 -1!(* 2 = IC 2 . Pelo Teorema A.33a) e b) IQ(K)I = 
2m+! e R 1 ]( = ](*. Assim toda l-forma de Pfister é universal (1.49) e por-
tanto toda forma binária é universal. Isto garante que se ab = cd E Q(K) 
então < a, b >=< c, d >E W K. Procedendo do mesmo modo como fi-
zemos para obter vVA obtem-se vV J( com as mesmas estruturas, ou SC.Ja 
WA ~wK. 
Observação 4.23 
Para um corpo formalmente real e pitagoreano Sladek demonstra em 
[27, §3] que W A~ WK, onde A= (- 1F 1 ) e K = F(.J=l). A sequêncía 
exata, devido aLam [23. teo.3.4] 
1 --+ ±F*2 -+ F* I p-.2 ---+ ](*I ]("2 ~ F* I F"'2 
nos dá que J(* hc·' = {1}, pOIS n(I(' h··')= F* 2 Logo 
W A ::: W E ~ Z / 2Z corno tínhamos obtido. 
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Caso do Corpo F Não Formalmente Real 
Neste caso, como nA/F é sobrejetora, pelo Teorema 4.14 Q(A):::: Q{F). 
Se toda forma binária é universal (ver Teorema 4.20), pela Proposição 
4.13iii), dimensão e determinante caracterizam formas sobre A Então 
WA = {<a>,< 1, b >, a, b E Q(A)} e procedendo como antes obtem-se 
um corpo radical f( (isto é R 1E =E'), tal que WA ~ W K. 
Se existe forma binária não universal sobre A (ver Teorema 4.20ii)) 
vamos usar a linguagem de (J-estrutura, definidas e estudadas por Marshall 
em [24], para obter 11.. 
Temos que -S(A) = S(A) e podemos introduzir duad operações em 
{O,p} = ! 2 (ver [24]) para que ! 2 se torne um corpo isomorfo a Z/n-
Definimos 
qq: (J{A) x Q(A) ~ Z/2Z por qq(aS(A), bS(A)) =O 
-
se e somente sebE DA< La>. 
Assim podemos verificar que a tripla ( Q(A), Z/2Z, qq) satisfaz os 
axiomas Ql, Q2, Q3 da definição de Q-estrutura (Definição A.l2). Pelo 
Teorema 4.20ii) e Lema A.13, o axioma Q4 em A.l2 também é 
satisfeito. Com isto (Q(A), Z/2Z,qq) é uma Q-estrutura e o anel ele 
VVitt associado a esta Q-estrutura é isomorfo a WA, ver [24]. 
Consideremos agora (J(A) como um Z/2Z-espaço vetoriaL De Q3 te-
mos que qq(a, bc) = qq(a. b) + qq(a, c) E Z/2Z e por Ql, qq(a, bc) = 
qq(bc,a). De Q2 vem que qq(a,b) = -qq(b,a) E Z/2Z. Além disso para 
todo o: E Z/2Z, qq{a"',b) = o:qq(a,b), pois 1 E DA< l,b >, Vb E (J(A). 
Portanto as propriedades Ql, Q2, Q3 implicam que qq é urna forma 
bilinear antisimétrica. 
Observemos que pelo Teorema 4.20ii), o radical de Kaplansky de A. pode ser 
não-triviaL Além disso para a E Q(A.), a ERA se e somente se qq(a, b) =O 
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para todo b E Q(A), ou seja, o radical de Kaplansky de A é exatamente 
o radical da forma bilinear qq. A forma bilinear qq é dita. degenerada se 
RA i {1}. 
Proposição 4.24 
Seja q : V x V -+ F urna forma bilinear anti-simétrica e nao-
degenerada. Então 
{xr, Yr, ... ,xko Yk} 
dim F.V é par e existe uma base de 
tal que a matriz ele q nesta base é 
onde M = (~ ~) 
Demonstração 
Ver [24, Prop.5.3]. 
l\.1 o o 
O !VI O 
() o l\.1 
v 
Vamos considerar a princípio o caso em que o radical ele 
qq: Q(A) x Q(A)-+ {O,p} é trivial, ou seja, R 1 A = {S(A)}. Tendo em 
vista a proposição anterior existe uma Z/2z-base {x1, y1, ... ,:r:k, Yk} de 
Q(A) talque qq(xu;;)=p, i=1,2, ... ,k. e qq(x;,yj)=qq(y;,yj)= 
qq(:r;,xj), para todo i i j, i,j = 1,2, ... ,k. Como 1=-1 em Q(A) 
temos que qq(;r,x) =O, e 2 < x >=O, para todo x E Q("4.). Como 
< a >~< b > (mod I), para todo a, b E Q(A) vem que {1} é uma 
Z/zz-base ele W A/J. Corno Q(A) é canonicarnente isomorfo a f/r, [24, 
prop.3.8], < 1, -x; >. < 1, -y; > gera aditivarnente Q(A), ou seja, é 
urna Z I2Z·hase para I I p. Finalmente de W A ::::: W "4II te!! I I 1 , EB I 2 l1' 
com 13 = {O} temos que 
'T74.""' Z <1>'B~pm'\';o'k (~<1-I··>E+'z <1-tn·>) 
" . - 2Z • ' 2Z "'L... .u,=r 2Z ' .. , .. 2Z ' ·"' ' 
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com multiplicação dada por: 
< 1, -:r;>< 1, -y; >= ii;jp, < 1, -:r;> p =< 1, -y; > p =O. 
Este <mel é denotado por L2k.O. 
Finalmente se 'lQ é degenerada o anel de vVit t associado à Q-estrutura 
(Q(A),Zhz,qq) é dado em [24, pag. 107] por 
( 2~ )' X L2k.O: 
onde s é a Z/2Z-dímensão de R1.4 e [x] é um grupo com 2 elementos. 
Para /,; > 2 e F uma extensão de IIJ2 (o corpo dos números racionais 
diádicos) de grau 2k - 2 então W F ~ L2k.o se FI E F [24, pag. 
97]. Corno os anéis Z/2z[:c] são realizados por corpos finitos F tais que 
!FI_ 1(mod 4) [23, corol.36, pag.45], pelo Teorema A.35 existe um corpo 
L tal que W A. é isomorfo a TV L• 
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§3. Anel de Witt de Uma Álgebra de Quatérnios 
Sobre um Corpo F, Com Elementos R1F-Birígidos 
Se observarmos os cálculos feitos por A.Siadek em [27] para determinar 
o anel de \Vitt de uma álgebra de quatérnios sobre um corpo local, veremos 
que a. existência de um elemento F* 2-rígido é fundamentdl. O rnesrrw 
ocorre aqui na demonstração elo teorema 4.20 quando usamos o Lema 4.18. 
Na demonstração do Lema 4.18 vemos que F admite 4 classe distintas de 
elementos módulo Ul F* 2 Assim pensamos em calcular o anel de \Vitt 
de álgebra de quatérnios com divisão sobre um corpo F qualquer de 
característica diferente de dois. com elementos R,F-birígidos. Corpos 
que admitem um número finito de elementos R 1F -birígidos são corpos 
que adrniterr1 valorização discreta R 1 F-cornpatível e por isso\ a valorização 
se estende à álgebra de quatérnios1 de rnoclo único. Corn isso dá para 
determinar o anel de \Vitt de A como um determinado anel de grupo. 
Lema 4.25 
Sejam F un1 corpo completo ern relaçào a urna valoôzação v e A 
urna álgebra de quatérnios sobre F. Se A. admite uma extensão w de 
v, então A é completo. 
Dernonstração 
Seja A o completamento de A segundo w. Pela Proposição em 17.4 de 
[25], A é denso em .4. 
Considere J; E A e {1, i, j, k} uma F-base de A, como F-espaço vetoriaL 
Então existern Xn = aln + a2n'i + a3nj + a4nk E A., asn E F, para todo 
s = 1\2,3,4 e n E J.V, tais que :r= lÍlnn-ooXn. Como (:rn)n é convergente: 
obrigatoríarnente cada uma da." sequências (asn)n, s = 1, 2, 3, 4, converge 
em A. Mas Osn E F, Vs = 1, 2, 3, 4, 'In E N, e como F é completo tem-se 
que x E A. Logo A. C .4 e portanto A. = A. (a menos de isomorfismo )• 
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O seguinte Lema é uma generalização do Lema de [22]. 
Lema 4.26 
Seja F um corpo admitindo uma valorização v tal que v(2) =O. 
r F = v(F) é ordenado e r F f= 2r F· 
Seja E= F( Jã) e w extensão de v a E. Então: 
i) [r E: r F]= 1 se e somente se v(a) E 2rp. 
ii) [E: F]= 1 se e somente se v(a) ~ 2r F ou existe dE F* tal que 
1 
., 
<--a= 1 (mod 1\I,) 
Dernonstração 
i) Claro que se r e= r F implica que v(a) E 2rr. Reciprocamente 
se (rE : r F] > 1, existem b, c E F tais que w(b + cy'a) = e ~ r p. 0 
elemento x = b + cJã satisfaz a equação: x2 + (b2 - a.c2 ) = 2bx. Desde 
que w(2bx) ~ rp, temos que w(x2 ) = w(b2 - a.c2 ) = w(x.x), ou seja: 
2w(x) = W(X) + w(x) =C~ rp, (onde X= b- cJã). 
Ternos que w(x) = ·w(x) =e e como v(2) =O. 
v(b) = v(2b) = w(x + x) > min{w(x), w(x)} =e~ rF. 
Como v(b) E r r, segue-se que v(b) >e. Daí 
e> min{v(b), w(cy'a)} e de v(b) >e segue-se que w(c/ã) <e. 
Assim v(b) # w(cJã) acarretando que e = w(cy'a). Isto implica que 
2e = w((cy'a)Z) = 2v(c) +v( a), ou seja, v( a)= 2e- 2v(c) ~ 2rp (senão 
eErr) 
ii) Se [E: F]= 1 e v(a) E 2rp então v(a) = 2v(x) = v(x2 ) E 2rr, 
ou seja a= u.x2 , u E o;. Como F( Jã) =F(~ podemos considerar 
O< v(a) = 2v(x), x E Ov. De Jã = xJã E E e como O= v(u.) = 
w((Jã)2 ) = 2w(/U), temos que Jã E Ow· Como u = y'ax-12 E Ew 2 = 
-? -
F,,-, existe c E F tal que c2 = a1: 2 ou 1 = ax 2 c 2 • Para d = c:r em 
F tem-se que 1 = ad-2 (rnod iH.,). A recíproca é a mesma de [22]• 
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Corolário 4.27 
Nas condições anteriores~ as afirmações abaixo são equivalentes: 
i) v é R 1F-compatível 
ii) Para cada a rt RtF. v se extende de modo único a ]{ = F( ylã). 
Demonstração 
i) = ii) Se existissem w 1 I w2 extensões de v a [( 
a rf- R 1 F pela 'igualdade fundamental' [15] 
F(ylã) com 
2 =[E: Fj = [K1 : Fj · [w,(K): v( F)]+ [K2: Fj · [w2(K): v( F)], onde 
denws tomar a 
E,= F e w,(E) = fp. Corno F(ylã) = F((v'?) po-
E Ov, e de v(a) = w,(a) = WJ(yiã2) = 2w,(ylã) E 2fp 
existe J: E Ov tal que v(a) = v(x2 ), ou seja, a= ux2 , u E 0:,. Corno 
-2 -.2 ylã = x,fU podemos considerar a E o:,. Daí a= ( vfã)2 = Vã E E = 
F'
2
, ou seja, existe b E F tal que a = b2 E F: o que implica que 
a= b2 + m, rn EM,. Daí aó-2 = 1 + b-2m E U1 C R 1F (por hipótese). 
Como b-2 E R 1F, segue-se que a E R 1 F (absurdo). 
ii) = i) Seja a E 1 + I\!I = U1 . Como v( a) E 2fp, pelo Lema 4.26i, 
- -
w(K) = v(F) e, de a = 1 (mod Mv), segue-se que J( = F. Isto 
contradiz a 'igualdade fundamental', caso a rt R 1 F. Logo j + j\;f C R 1 F • 
Teorema 4.28 
Sejam F um corpo com tmta valorização R 1F-cornpatível v, 
r F = v( F) I 2f F e A. = ( ";/.') álgebra de quatérnios, com divisão sobre 
F. Então v se estende a urna única valorização w sobre ~4, dttda por 
w(.r) = ~v(nA;F(a:)), onde nA/F=<< -o:, -{3 >>. 
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Demonstração 
Todo x E . 4 satisfaz a equação: .r2 -t(x)x+nA1F(.r) =O. Seja Ao= 
{z E A: t(x) =O}= {x E A \F: x2 E F}= Fi+Fj +Fk. Relembremos 
que as extensões quadráticas de F são da forma f(= F(t), t ~ F mas 
12 E F. Então t = .ja, a E F\ F' 2 . Logo, as extensões quadráticas 
f{ de F que estão contidas em A são da forma f( = F( .ja), 
a E -Dr < -a,-(3,ap >. Como -Dr < -a,-!3,a,3 > nR1F = 0 
devido ao Lema 4.17, pelo Coroláro 4.27 v se estende ele modo único a E. 
Pelo Teorema de vVadsworth em [36], v se estende de modo único a A, 
dada por w(y) = ~v( n(y)), \fy E A. e 
Definição 4.29 
a E F' é dito R 1 F-Tígidose Dr < 1,a >= R 1 FUaR1F. Se a e -a são 
R 1 F-rígíclos,aédítoR1F-bir'Ígido. Se a nãoéR1 F-birígido, a écharnado 
de elemento R 1 F-básico. Como F' 2 C R 1 F por [6, Teorema 1], o confunto 
dos elementos R 1 F -básicos, denotado por BR,F, é um subgrupo de F'. 
Por [6, Teorema 2], W F C:: T(F)[ 8~: r L onde T(F) é o subgrupo de W F 
constituido pelas classes de ísornetria de formas quadráticas anisotrópicas 
q tais que D pq C BR1 F. 
Lema 4.30 
Seja F um corpo admitindo n(> 1) elementos R 1F-bírígídos distintos 
módulo BR,F. Então existe um corpo f{ tal que W F~ W K((t,, ... , tn)) 
(isto é: T(F) ~ WK). 
Demonstração 
Para R,F trivial, ver [6, Teorema 5] e [37, Teorema 4.4(2) e(3)] 
Consideremos uma 2Zz-base de B /}}/~, S = { .:r1, ... , x j}. Pelo Lerna 
A.6, existe um corpo K (extensão algébrica de F) tal que 5 constituí uma 
2~-hase ele Q(E). 
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Podemos ver em [16, pag, 301-2] que]{ é construido do seguinte modo: 
K = u F;, onde 
i> 1 
para i > 1 
Mostremos que T(F)::: WE, 
Seja q =< a 1 , ... , an > uma forma quadrática anisotrópica em T(F). 
Entáo a; E BR 1F. Se q é isotrópica sobre E, existem :r; E E, i = l, ... , n, 
(náo todos nulos) tais que L: a; :r~ =O. Seja L C !(, extensáo finita de F 
que contén1 todos os x i. 
Por construçáo de K, L pode ser obtido por uma cadeia finita 
de extensões do tipo 
onde Fj=Fj_,(Vfij) j=l, ... ,s e bjEFj-1\Fj'-12 , 
Dentre essas cadeias, consideremos urna cadeia de comprimento s 
( o menor possível) tal que q é anisotrópica em F,_ 1 . Daí 
;:ci =a;+ .BiA, O:-i,f3i E Fs-1 e de q(x) =O em F8 , segue-se que: 
n 
O= q(a) + b_,q(l3) + 2)b:'L a;a;;3;, onde 
i=l 
a=(<Y1 , ... ,an)· Daí 2:a;a;;3;=0 e 0=q(a)+b,q(l3) em F,_,, 
ouseja: 0=<l,b,>q(a,13) em F,_ 1 , com (a,;3)#0. 
Con1o q é anisotrópica em F:~- 1 , existem ai, aj E BR"IF tais que 
< ai, bsaj >,........< 1,-1 >, ou seja aibsaj = -1 o que ünplica que 
b, = -a;aj E BR1F, absurdo. Logo T(F) '-+ WJ(. 
Reciprocarnente\ se q =< a1, ... , an > é urna forma quadrática 
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anisotrópica sobre E, então b1 E Q( K) = 8 /f.'f. Daí q E T( F) e é 
obviamente anisotrópica sobre F. Ou seja T( F) - W ]( • 
Lema 4.31 
Seja F urn corpo admitindo urn núrnero finito não nulo de elernentos 
R 1F-hirígido módulo BR1F. Então existe uma valorizaçãc discreta não-
diá.dica sobre F; que satisfaz as hipóteses do teorema anterior. 
Dernonstraçáo 
Por [1, Corolário 2.17], existe uma valorização v sobre F 
R 1 F-compatível (i.e. 1 + M C R1F) tal que [O~ · R1F: BR1F] < 2. Por 
(37 Proposição 2.8(6)] R 1F = (1 + lvfv)F' 2 c O;,F' 2 Logo R 1 F c O~ 
(a menos de quadrados), o que implica que BR1 F C O~ (a menos de 
quadrados). 
Se todos os elementos R1F-birígidos fossem unidades então O,= F' e 
por [37, prop.28.3] teríamos BR1F =F. (absurdo). Sejam t, t 1 elementos 
R 1F-birígidos. Se e= v(t) >O, e1 = v(t1 ) >O, como BR1F C o; existe 
e= m.in{u(:r) >O, :c E F}. Se e< e1 então O< r1 = e1 -e = v(t 1r 1 ) E 
r p, e o< r2 =C] - 2e = v(t,t-2 ). Se 1'2 #o continuamos este processo 
;:·tté encontrar o= Tm = v(t]t-rn). Logo trt-m = 'U E o;,, o que implica 
que t 1 pertence ao ideal gerado por t ( = [t]). 
Corno ternos urn número finito de elernentos R1 F -birígidos n1Ódulo 
BR1 F e BR1 F c o;, segue-se que J\!Iv = [t], e 
v(t) =e= rnin{v(t),v(t;), com t; R1F- rígido} 
Logo v é discreto e portanto r F # 2r F· 
Se v fosse diádica por A.ll Dp < 1,-(1+a) >= {1,-(1+a)}R,F, 
para a E F' e O< v(a) < v(4), v(a) </: 2[p. Como 1 +a E U1 C R1F 
por 1.49 teríamos 
F' = Dp < 1. -(1 +a)>= {1, -(1 + a)}R1 F = ±R1F C BR1F. 
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logo F é um corpo R1F-básico; o que é contra a hipótese feita• 
Teorema 4.32 
Sejam F um corpo admitindo um número finito de elementos 
R 1F-birígidos e A= ( '"/) álgebra de quatérnios com divisão sobre F. 
Então WA::: "?[6], onde E= F(,fii) (~ Z:,J é uma extensão 
quadrática de F, 6 um grupo de ordem 2 e I é o ideal de vVE 
gerado por ann < 1, -a >C vV F. 
Demonstração 
Por 4.31 e 4.28, existe urna valorização v sobre F que se estende a uma 
valorização w sobre A. Por 4.30 F é equivalente a urn corpo cornpleto e 
portanto pelo lema 4.25, A. é completo. Como w é discreta pelo Teorema 
3.3 de [28], W A~ <jE[6], onde E é o corpo de resíduos ,\.i::. 6 é um 
grupo com dois elementos e I é o ideal de vV E gerado por< 1, -d >. 
d = Jr:t7r- 1:r-1 , :r E Uw e w(1r) é o gerador de w(A). 
Por [34, (1.2), pag.225], temos que: 
•4 =[A.: F]= [rA: r F]· [E: FJ. Como w(x) = ~v(nA;r(x)), \f:r E A., 
v é discreto e nA/ F representa um elemento R,F-birígtdo (prova nas 
próximas linhas), segue-se que [r4 :r r] = 2. Logo [E: FJ = 2, ou seja, 
E é uma extensão quadrática de F e, portanto, é urn corpo. 
Temos que DF < -a, -/3, a(3 > representa elemento R 1F-birígido; 
senão por [6, Prop.2] Dp << -a, -(3 >>C BR1 F e por 4.30 A é 
urna álgebra sobre o corpo básico I(, que é contra a hipótese feita. Então 
podemos considerar r. E A.0 gerador de Afw. Logo ~v(n A/ p( 1r)) = ~ u, 
u E r p \ 2r F (u é nm gerador de r F). 
Para x,yEA: (x+y) 2 -t(x+y)(x+y)+nA;F(x+y)=0 
Desenvolvendo encontramos: 
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:ry + ya; = -bn, (x, y) + t(x)y + t(y),t' 
p 
Assim, se :r = s + x 0 , , com s E F, x0 E Ao temos: 
r.x + XJr = 2sJr + (1rxo + Xo7r) = 2s7r- l>n A (xo, 7r) e 
p 
1TXJr- 1 = ( -,TJr + 2s1T- b(x0 , 1r))r.- 1 = 
-x + 2s- b (xo 1r)1r-l = x'- b (xo 1r)1r- 1 
nA ' nA ' • 
"7'-"" F 
onde J:' é o conjugado de :r em iL 
l\·1ostremos que se X E o:~ 1fX1r-l induz a conjugação ein E: e para 
isto basta mostrar que, para a: E o,:, temos que b""- (xo, 7r)7r-t E iYfw. 
F' 
De n 4 ;p(x) = nA;F(x') tem-se que :r' E o;;, e portanto w(J:o) 
w(2xo) = w(x- .r')> min{w(x),w(x')} =O, ou seja, :ro E Ow (*). 
Assirn Xo +7f E Ow. De 
min{ 2w(:co + 7r ), 2w(J:o ), 2w(7r)} > O, o que implica que bn ""- ( xo, 7f) E 0.,. 
Se .1:0 e bn, (xo, 7r) E o;;, então 
F 
F 
n ~ ( xo) 
t = I• E O* O* D ' v C w· al 1 
bn"'- (xo, 1r) 
F 
nA/ F( X o + tJr) = bn"" (X o, i1r) + n.4; p( :r o) + nA/ p( t1r) = t2 n~v p( 7r ). 
F 
Então x 0 + tr. E 1>fw e como tr. E lvfw, segue-se que xo = 
(1:0 + tJr)- i7f E l'vfw, que é absurdo. De (*l tem-se que a:o E 1'v1, 
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Mas de 
a-carreta, ern qualquer caso: que bn+ (xo,-rr) E iVIw. Agora, 
1 




é o gerador 
induz a conjugaçáo ern 
Então 
E -º""-




Portanto os elernentos d = íTXíT 1 :r: 1 E E com :c E (),w são da 
forma d=:r'·(:r)-1 =ne;r(x)(x)-2 Daí < 1,-d>=< 1,-n.E/F(x) >. 
:r E E. Por [12, Corolário 2.5], o ideal gerado por < 1, -nE/E'(.r) > em 
vV F é ann < 1, -a>, onde E= F( ,fã). Isto conclui o teorema• 
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APENDICE 
Este capítulo é uma coletânia dos principais teoremas usados neste 
trabalho, cuja finalidade é facilitar e auxiliar a leitura do rnesrno. As provas 
podern ser encontradas nas referências citadas. 
Lema A.l [3, Cap.V.4, Lema 4.22] 
Sejam q; =<< a;,b;]], i= 1,2 formas quadráticas sobre um corpo 
F, c( F) = 2, tais que q1 + ( -q2 ) contém pelo menos 2 planos hiperbólicos. 
Então existem dE F, c 1, c2 E F* tais que IJ; :::0< < c;, d]], i = 1, 2. 
Proposição A.2 [38, Teo.2.4] 
Para quaisquer r 1 , ... , rm E R,F m > n + 1, c( F) f' 2 e 
a1 , .•. , an, ... \ am E F*, as afirmações abaixo são verdadeiras: 
Proposição A.3 
i) [12, Princípio do Transfer 2.2]. Sejam F um corpo, c(F) f' 2. 
a E F* \ F* 2 e K = F( y'a). Seja q1 = :rq uma forma quadrática sobre K 
com'" E K e q E P,.J(. Então s.ql = O se e somente se existe cp1 = ycp 
(y E F* e 'Puma forma de Pfister sobre F) tais que iJl :::0 'Pl k· 
Se x = 1, y pode ser tornado igual a 1 também. 
ii) [3, Prop.4.14, Cap.V]. Sejam K uma extensão finita de F. c( F)= 
2, e consideremos q uma forma de Pfister sobre K tal que q ~ q0 ® K para 
alguma forma quadrática q0 sobre F. Então existe uma forma de Pfister 
q1 sobre F tal que q :::0 iJI c"i?; K. 
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Lema A.4 [12, Lema 2.4] 
Sejam a E F*\ F* 2 , c( F) f 2 e I< =F( ya). Para todo .T E J{*, 
s,(< x >) ~ y < 1, -nK;r(.T) >, para algum y E F*. 
Teorema A.5 (Princípio da Norma) [12, 2.13] 
Sejam K =F( Jii), c( F) f 2, '" E K* e 'P uma forma quadrática 
sobre F. Então nKjF(x) E Dpp · Dpp se e somente se x E F*· DK'P· 
Lema A.6 [16, pag. 301-302] 
Sejam F um corpo, c( F) f 2 e {ai, i E I} um conjunto de represen· 
tantes para um subgrupo S de Q(F). Então existe uma extensão algébrica 
1\. de F tal que {ai E F', i E I} é um conjunto de representantes para 
os elementos de Q(E). O corpo K pode ser escolhido sempre não formal· 
mente real e se F for formalmente real e -1 E S, J( pode ser escolhido 
formalmente real também. 
Teorema A. 7 Princípio Local-Global de Hasse-Minkowski [23, pag.168]. 
Sejam q uma forma quadrática sobre um corpo Global F, c( F) f 2. 
Então q é isotrópica sobre F se e somente se q é isotrópica sobre todo 
Fp, p E n. (Fp é o cornpletamento de F em p, que será R ou I[; se o place 
p for arquimediano). 
Lema A.8 
1) [11 Lema 2] Seja K = F( Jii) uma extensão quadrática de 
F, c( F) f 2. Então 12 K coincide com o F-módulo J de W f{ 
gerado por < < e, z > >, e E F', z E K. Como Corolário temos que 
I n+lJ" , d << - >> E F' -E}'* \.. e gera opor et, ... 1 en,4 , e1, ... ,en 1 "' \.. 
2) [2, Corol.2.4]. Seja J( urna extensão finita e separável de F. 
c( F) = 2. Então para todo n > 1, f" f( é gerado pelas n·formas de 
Pfister do tipo < < a1, ... , an-1, z]] com a; E F', z E K. 
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Teorema A.9 [13, Teo.2.8] 
Um elemento q E I 2 F, (c( F) # 2) é de torção se e somente se ele 
pode ser posto na forma q = L < < a;, -bj > > pertencente a lY F, com 
a; E F' e b; E DF( co)= a(F). 
Proposição A.lO [7, Prop. 1] 
Seja q uma forma quadrática sobre F, c( F) # 2, com cliagonalização 
< a 1 , ... , a, >, n > 2 e r 1 , ... , Tn E RF. Então 
D Fq = DF < a, r·,, ... , a, r, >. Em particular, por 1.25i 
Lema A.ll [1, Lema 4.3] 
Suponhamos que c(F) = O e v é urna valorização diádica sobre 
F. Seja e E F satisfazendo O< v(e) < v(4) e v(e) 1/c 2r,. Então 
DF<1,-(1+e)>C{1,e}·(1+M,)F' 2 • 
Definição A.12 Estrutura Quaterniônica [24, Cap.2] 
Uma estrutura Quaterniôniea (Q-estndura) é uma terna (C, Q, q), onde 
C é um grupo de expoente 2 (isto é: x 2 = 1, Vx E C) com elemento 
distinguido '-1', Q é um conjunto com ponto distinguido '0', e 
q : C x C -+ Q é uma aplicação sobrejetora satisfazendo: 
Q1 : q(a,b)=q(b,a), Q2: q(a,-a)=O 
Q3 : q(a, b) = q(a, c)<=> q(a, bc) =O e 
Q4 : q(a, b) = q(c, rl) = 3x E C tal que q(a, b) = q(a, x) e 
q(c,d) = q(c,:r). Para todos a,b,c,d E C. 
Lema A.13 [24, Lema 5.4] 
Seja C um grupo de expoente 2, com elemento distinguido -1, Q um 
conjunto com ponto distinguido e q: C x C~ Q satisfazendo Q,, Q2 
Q3. Se IQI < 2 então q satisfaz Q4 
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Lema A.14 [11, Prop.l.1 e rodapé número 5) 
Sejam E = F( fo) com a E F' e c( F) # 2 e s, : W K ___, W F a 
aplicação transfer induzida por uma função traço s : f{ ___, F. Então 
s,(rK) c r F. 
Teorema A.15 [14, Teo.l.4) 
Seja q uma forma quadrática sobre F, (c( F)# 2), tal que 
q E WF · <p, onde p é uma n-forma de Pfister sobre F. Então existe uma 
forma quadrática u sobre F tal que q ~ <pu. Se a E D pq então u pode 
ser tornado tal que a E D yu. 
Lema A.16 [2, Lema 2.1) 
Sejam F um corpo de c( F) = 2, a, b, c E F com a, b, a+ b #O. Então 
temos em WF: < 1,a+b > [1,c] =< 1,a > [1, a":b)+ < 1,b > [1, a~b) 
De agora até o final do apêndice vamos tratar de ESQUEMA DE 
FORMAS QUADRÁTICAS 
Definição A.l 7 
Seja g um grupo de expoente 2 (isto é: x2 = 1, Vx E g), com elemento 
distinguido -1 E g (permitimos -1=1). Para a Ego produto -1 ·a será 
denotado por -a. Seja d uma aplicação de g no conjunto G de todos os 
subgrupos ele g. A tripla E= (g, -1.d) é chamada de esquema (de Cordes) 
se st::ttisfaz: 
E.1 a E d(a), para todo a E g 
E.2 Para todo a, b E g: b E d(a) se e somente se -a E d( -b). 
Uma forma ( de dimens<io n) sobre g é uma sequenCJa 
y =< a1 , •.• ,an >, con1 ai E g. A dirnensão n da fonna y será denotada 
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por n = dim 'P· A única forma de dimensão zero será denotada por < 0 > , 
Para n > 2 as fonnas sobre g, 9 =< a1, ... 1 l.ln >, ?.jJ =< b1_, ... ,bn > 
são ditas fracarnerde isométTicaB ern relaçâo a .E se existe uma permutação 
" dos inteiros 1,,.,, n e .índices j, k E {1, ... , n}, j .f k tais que "i"k = 
bo(j)bc.(k)• ajbo(j) E d(ajak) e a;= bo(i) para i .f j, k. 
Duas formas :p =< a1, ... , an >, ·1..f; =< b1., ... , bn > sobre g são ditas 
isornétricas em relação a E ou isométricas sobre E ou ainda E -isométricas 
e denotemos por <p ~E ·t/J (ou <p ~ </• se não houver possibilidade de confusão 
quanto a E) se: 
i) a 1 = 1! 1 se n = 1 
íi) Existe un1a sequência '?b ... , Ys de forrnas sobre g com :Pí e Y·i+l fraca-
rnente isométricas ern relação a E para i= 1, ... , s- 1, tais que zp = y 1 P 
·lj) = tp 8 , se n > 2. 
O conjunto Dcp elos elementos ele g representados por 'P é definido por 
D < 0 >= 0, D <a>= {a} e para formas ele dimensão n > 2 definimos 
indutivamente por 
u 
A adição e multiplicaçáo de formas sáo definidas ela seguinte maneira: 
<p+t/J=<a,, ... ,an,bl, ... ,bm>, e 
y · 4' =< a 1 b1 1 ••• , anbl, al b2, ... , anb2, . .. , a-nbm > 1 
onde 'P =< a,, .. ,, an > e 4: =< b,,.,,, b, >. Para a E g e k E N*, por 
a<p = <pa entende-se <a> 'P e k<p = 'P +,,. + <p, (k parcelas). 
Definição A.l8 
Um esquema de Cordes E= (g, -1, d) é dito ser um esquema de fo-rmas 
(quadráticas) se satisfaz as seguintes condições: 
E.3 D < a,b, 1 >= D < b,a, 1 >,para todo a,b E g 
EA 'P + x ~ ·tf; + y entáo <p ~ </: para todas formas <p, 4:, x sobre g. 
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Exemplo A.19 Esquema Realizado por Corpo 
Consideremos um corpo F de característica diferente de 2. Sejam 
.YF = Q(F), -1 = -F*2, dp(aF* 2) =DF< 1,a >. 
Então a tripla E(F) = (gr, -1p, dp) satisfaz os axiomas E.l, E.2. 
E.3. Como os conceitos de isometria e cadeia equivalente, definidas sobre 
formas quadráticas sobre corpos [23, Teo.5.2 Cap.I] é válido, o teorema 
de cancelamento de Witt [23, Teo.4.2 Cap.I]. implica que o axioma E.4 é 
válido. Assim E(F) = (gp, -lF",dr) é um esquema de formas quadráticas. 
que será chamado esqnema do corpo F. 
Definição A.20 
Qualquer forma E-isométrica a k < L -1 >, k E N será dita E-
hiperbólica (ou hiperbólica sobre g ). 
Dada uma forma <p sobre g, se existe uma forma 1p sobre g tais que 
:p ~< 1,-1 > +1/1, a forma <p será chamada de formo. isotrópica. sobre g (ou 
E-isotrópica). Se isto não é possível, <pé dita ser anisotrópica sobre g ou 
E -anisotrópica. 
Observe que para todo a E g, <a, -a>~< 1,-1 >. 
Definição A.21 Homomorfismo de Esquemas 
Sejam E 1 = (g, -1, d), E2 = (g', -1', d') esquemas ele Corcles e f: g-; g' 
um homomorfismo de grupos. Se f(-1) = -1' e f(d(a)) C d'(f(a)), 
para todo a E g, f será chamado de homomorfismo de esquemas ou 
E-homomorfismo e escrevemos f:E 1 ____, E2. Se além disso f(d(a)) = 
d'(f(a)), dizemos que f: E1 ____, E2 é um E-homomorfismo completo. Ob-
serve que de 1 E d( b) para todo b E g tem-se que g = d( -1) por E.2. 
Assim f(g) = f(d(-1)) = d'(f(-1)) = d'(-1') = g', ou seja, todo E-
homomorfismo completo é sobrejetor. 
Um E-homomorfismo completo f: E 1 __, E 2 injetivo é dito um isomorfismo 
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sobre E e, neste caso pomos f: E 1 ::::;E2. 
Observação A.22 
O Teorema 2.3 de [8] diz que os aneis de \'Vitt ele F e E são isomorfos 
se e sornente se os esquemas realizados por F e I\. são isomorfos. 
Exemplo A.23 
Sejam F um corpo, c( F) f' 2 e J( uma extensã.o de F. A aplicaçào 
f:Q(F)-+ Q(K) dada por .f(aF*2 ) = aK* 2 (está bem definida), é um 
') ') homomorfismo de grupos com f( -lF*·) = -lJC·. De 
{( " ")F*2 F} {( ., 2)1'*2 J·'} x· + ay· , J:, y E C :r·+ ay l , x, y E ' 
tem-se que f(DF < l,a >)C DK < l,f(a) >,ou seja, f:E(F)....., E(E) 
dada por f(aF* 2 ) = a]{* 2 é um E-homorrwrfisn1o. 
Definição A.24 
Sejarn f: g ............... g' um homomorfisrno de grupos e <p =< a 1 , ... , an > 
uma forma sobre g. Escrevemos f'P para a forma < f( a,), ... , f(an) >, 
sobre g'. 
Definição A.25 Produto de Esquemas. 
Dados E 1 = (g1,-11 ,d,), E2 = (g2 ,-12,d2 ) esquemas de Cordes, 
definimos g = .91 x .92 o produto cartesiano dos grupos g, e .92 e 
Pi: g _,. gi, i= 1, 2 a i-ésirna proJeçao canônica de g en1 gi, 
-1 = (-1 1,-lz) o elemento distinguido de g e d(a 1 ,a2 ) = d1(a,) x dz(a2 ), 
a; E g;, i= 1,2. Obviamente (a1,a2 ) E d((a 1,a2 )) e (b1 ,b2 ) E d((a 1,a2 )) 
se e somente se (-a1 ,-a2 ) E d((-b1 ,-bz)). Assim a tripla E= (g,-1,d) 
é um esquema de Cordes chamado esquema, produto e será denotado por 
E1 x Ez. 
É sirnples verificar que p.t: g __.... 9i é urn horrwmorfisrno con1pleto. 
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Lema A.26 [20, Lema 3.2] 
Sejam Ei = (gi, -li, di) esquemas de Cordes para i= 1 , 2 e 
E= E, X E2. 
Então D('P! x '?2) = Dtpt x Dtp2 para toda 'P = tp1 x '1'2 sobre g. 
Lema A.27 [20, Lterna 3.4] 
Sejam Ei, i= 1, 2 esquemas de Cordes e E= E1 x E2. 
Então as fonnas y = Cf?l x y 2, ·lj; ='l/h x 1/J2 são E-isornétricas se 
e sornente se :.Pi e '1/\ são E.t-isornétricas para i = 1, 2. 
Teorema A.28 [20, Corol.3.6] 
Sejam E 1 , E2 esquemas de Cordes e E= E1 x E 2 . 
Então E é urn esquerna de formas quadráticas se e sornente se E-; sao 
esquemas de formas qua.dráticas, para i = 1, 2. Em particular se E 1 e 
E 2 são esquernas realizados por corpos então E é urn esqut!ma de forn1as 
quadráticas. 
Definição A.29 Potência de Esquemas. 
Consideremos E = (g, -1, d) um esquema de Cordes e T um grupo de 
expoente 2. Denotemos por gT o grupo produto direto g x T, com elemento 
distinguido -1 T = (-1.1 ). 
Identificaremos os grupos g e T com os subgrupos g x {1} e {1} x T de gT. 
respectivamente. Escrevemos at para (a, t) E gT c definimos dT de gT no 
conjunto de todos os subgrupos de gT, por: 
~ {1, at} se t f 1 
rP'(at) = gT se at = -1 · 1 (= -1) 
d(a) se t- 1 a f -1 
- ' 
Nestas condições a tripla (gT, -17') dT), construida acirna, que denotaremos 
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por ET = (g, -1, d)T é um esquema de Cordes, chamado de esq·uema 
potência de E por T (ou T-ésirnn potência do esq11,ema E). 
Teorema A.30 [20, TeoA.2] 
Sejam E= (g, -l.d) esquema de Cordes e ET o esquema potência de 
E por T. 
Então E é um esquema de formas quadráticas se e somente se ET 0 
urn esquerna de forn1as quadráticas. Ern particular se E é urn esquema 
realizado por um corpo então ET é urn esquema de forrnas quadráticas. 
Proposição A.31 [20, Prop.4.2] 
Sejam E = (g, -1, d) esquema de Cordes satisfazendo o axioma E.3 e 
T um grupo de expoente 2. Seja zp = :2:~ 1 zp; ·i;, n > 1 uma forma sobre 
gT com t; i" tj, se i f j. Então: 
a) Se uma das formas zp; é E-isotrópica então DTzp = gT 
b) Se todas as forrnas !fi i, i= 1, ... , n são E-anisotrópícas então 
DT zp = u;:,l t;Dzp;. 
Definição A.32 Alguns Invariantes de Esquemas. 
Seja E= (g, -1,d) um esquema de Cordes. 
Denotemos por q(E) = IYI· o subgrupo RE = R( E) = naEg d(a) é 
chamado de radical de Kaplansky do esquema E. (Note que por E.2 
b E RE se e somente se d( -b) = g. Em particular d( -1) = g). 
Definimos D(oo) por: D(oo) = U;:'= 1 D(n < 1 >) e s(E) = 
= m:in{k E N:-1 E D(k < 1 >)}, se existir tal número; senão pomos 
s( E) = oo. O invariante s( E) é chamado de levei de E. Se s( E) é finito 
o esquema E é dito ser não formalmente real, senão dizemos que E é 
forrna.lmente Teal. Dizemos que uma forma zp sobre g é E-torçiio 
se existir k E N tal que kzp é E-hiperbólica, para k f O ( isto é 
kzp ':::: n < 1,-1 >,para algum O< n E N). O u-imwriante do esqnema 
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de Cordes é definido por u(E) = max{dim<p : 'P é E- torção e E-
anisotrópica}. Ponws u(E) = oo se este n1áximo não existir. Obviamente 
se E é isornorfo a um esquema de formas quadráticas realizado por Uin 
corpo F então estes invariantes coincidein com os respectivos invariantes 
definidos anteriormente sobre o corpo. 
Teorema A.33 [20, Teo.5.1], [31, Teo.3.9] e [21, Teo.l.7] 
Sejam Ei = (gi,-l;,di), i= 1,2 e E= E 1 x E 2 . Então 
a) q(E) = q(Et)· q(Ez) 
b) RE = RE1 x REz 
c) s(E) = max{s(Ei), i= 1, 2}. Em particular, E é formalmente real se 
e sornente se pelo menos um dos esquernas Ei for formahnente real. 
Teorema A.34 [20, Teo.5.2], [31, Teo.3.11] e [21, Teo.LS] 
Sejam E=(g,-1,d) um esquema de Cordes e T um grupo de 
expoente 2. Então 
a) q(ET) = q(E)ITI 
b) R(ET) = {1} 
c) s(ET) = s(E). Em particular ET é formalmente real se e somente se E 
é formalmente real. 
Teorema A.35 (20, Teo.6.5] e [21, Teo.3.3] 
Sejarn E 1 e E2 esquernas realizados pelos corpos F 1 e F2, respectiva-
mente. Então existe um corpo K tal que E = E 1 x E2 é realizado por K. 
Ou seja E é isomorfo a E(K). 
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Teorema A.36 [21, Teo.2.7] e [20, Teo.6.6]. 
Sejam E um esquema realizado por um corpo F, T um grupo de 
expoente 2 e f é um grupo abeliano livre gerado por um conjunto X bem 
ordenado de Cardinalidade di m z /2Z T. 
Então ET é realizado por f(= F(f). (Isto é ET é isomorfo a E(.F(r)). 
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